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Matematicka indukcija je vrlo korisna i ¢esta metoda dokazivanja koja se tipi¢no koristi za dokazivanje razno-
raznih svojstava prirodnih brojeva.

Princip matematicke indukcije
i) Baza indukcige.
Tvrdnja koju trebamo dokazati vrijedi za n = 1.

it) Pretpostavka indukcije.
Pretpostavljamo da tvrdnja koju trebamo dokazati vrijedi za neki k € N.

ii1) Korak indukcije.
Ako iz pretpostavke indukcije slijedi da tvrdnja koju trebamo dokazati vrijedi i za broj k + 1,
onda navedena tvrdnja vrijedi za svaki prirodan broj n.

Pogledajmo na primjeru kako se provodi dokaz matemati¢kom indukcijom.

Primjer 1.
Dokazite da za svaki prirodan broj n vrijedi jednakost:
1
1+2+...+n=@.

Dokaz provodimo matematickom indukcijom po broju n.

i) Baza.
Trebamo dokazati da navedena jednakost vrijedi za broj n = 1. Lijeva strana jednakosti zapravo predstavlja
zbroj svih brojeva od 1 do n pa je u ovom slu¢aju jednaka 1, dok je desna strana jednaka
1-(141)
2

Dakle, imamo jednakost 1 = 1 koja oc¢ito vrijedi, pa je baza dokazana.

=1

it) Pretpostavka.
Pretpostavimo da jednakost
k(k+1
1+2+3+4+...+k=%
vrijedi za neki k € N.
iii) Korak.
Trebamo dokazati da jednakost vrijedi i za k + 1, odnosno da vrijedi

k+1)(k+2
1+2+3+4+...+(k+1):%.

Lijevu stranu moZemo raspisati koristeé¢i pretpostavku:

14243+ +(k+1)= 1+4243+...+k +(k+1)

prema pretpostavci= @

k(k+1
:%_’_k_’_]_

= (k+1) <’; +1>
(k+1)(k +2)
g

Ovime je korak indukcije dokazan, pa tvrdnja zadatka vrijedi za svaki n € N.



Ako vam ovaj dokaz djeluje zbunjujuce ili nejasno, pogledajte sljedeéi slikoviti "primjer" koji doc¢arava princip
matematicke indukcije.

Primjer 2.

Poslozili smo domino plocice u red i zelimo provjeriti mozemo li ih sve srusiti.

Prvo éemo provjeriti mozemo li srusiti prvu plo¢icu u redu. Pretpostavimo sad da ¢e se srusiti neka ploc¢ica u
redu. Ako njezino ruSenje znaci da ¢e se srusiti i iduca plocica u redu, onda ¢e se srusiti sve domino plocice.
Zasto? Uspjeli smo srusiti prvu plo¢icu. To znaci da ¢e se srusiti druga plo€ica; naime, znamo da ruSenje jedne
ploéice u nizu uzrokuje rusenje iduée. Analogno zaklju¢ujemo kako ¢e se srusiti i treca plocica, a onda i ¢etvrta,
i peta i tako sve plocice zaredom. Zaista, srusit ¢e se sve plo€ice u redu.

Odredite u ovom primjeru "bazu", "pretpostavku" i "korak".

Osim jednakosti, matematickom indukcijom moZzemo dokazivati i nejednakosti - pogledajmo sljedeé¢i primjer.

Primjer 3.
Dokazite sljedeé¢u nejednakost
n < 2" za svakin € N.

i) Baza.
Za n = 1 imamo nejednakost 1 < 2! koja o¢ito vrijedi.

it) Pretpostavka.
Pretpostavimo da postoji £ € N takav da vrijedi nejednakost

k< 2k
odnosno 2* > k.
iii) Korak.
Trebamo dokazati nejednakost za k + 1, tj. da je
2R > k41

Vrijedi
2Fl = 2. 9% > 9k
———
pretpostavka

Sada joS samo trebamo provjeriti vrijedi li nejednakost 2k > k + 1. No to je ocito istina jer je k prirodan
broj:
2k2k+1<k>1.

Dakle, vrijedi produzena nejednakost
M > 2k > k+1

, pa vrijedi i korak indukcije 2¥*! > k + 1. Time je tvrdnja zadatka dokazana.

Dokaze matematickom indukcijom moZzemo koristiti i kod dokazivanja tvrdnji koje vrijede za sve prirodne brojeve
koji su veéi ili jednaki ng, gdje je ng neki prirodni broj. Tada se princip matematicke indukcije moze izreéi
ovako:

Generalizirani princip matematicke indukcije

i) Baza indukcije.
Tvrdnja koju trebamo dokazati vrijedi za n = ny.

it) Pretpostavka indukcije.
Pretpostavljamo da tvrdnja koju trebamo dokazati vrijedi za neki k € N.

11) Korak indukcije.
Ako iz pretpostavke indukcije slijedi da tvrdnja koju trebamo dokazati vrijedi i za broj k + 1,
onda navedena tvrdnja vrijedi za svaki prirodan broj n > nyg.

Uocite da je princip koji smo prije koristili zapravo gornji princip za ng = 1. Upamtite, baza indukcije je uvijek
najmanji broj ng od svih brojeva na koje se tvrdnja odnosi.
Pogledajmo sljedeéi primjer.



Primjer 4.
Dokazite nejednakost:
3" >2"+3n, zasvakin e N, n > 3.

Tvrdnju ¢emo dokazati koristenjem prethodno spomenutog principa matematicke indukcije za ng = 3.

i) Baza.
Za n = 3 imamo nejednakost 27 > 17 koja ocito vrijedi.

i) Pretpostavka.
Pretpostavimo da postoji k € N, k > 3 takav da vrijedi nejednakost
38 > 2k + 3k.

iii) Korak.
Dokazujemo tvrdnju za k + 1, tj da je

ghtl S ok+l +3(k+1)
Vrijedi
3k+1 =3. 3k
> 3 (2% + 3k)
=3.2" 4 9k
=(2+1)-2" + 9k
=2k 42k 4L 3(k+1)+6k—3
= (2" +3(k+1)) + (2" + 6k — 3)
> 2k L 3(k +1).

Posljednja nejednakost vrijedi zbog

2F 4+ 6k—3>2+6-3=5>0.

Matematickom indukcijom moZemo dokazivati i djeljivost - pritom koristimo oznaku a | b koju ¢itamo "a dijeli
b". Ta oznaka oznacava da je broj b djeljiv brojem a (ne obratuno!).

Primjer 5.
Dokazite
13] 3™ .57 427 %3 a4 svakin € N.

Uoc¢imo: ako vrijedi a | b, a,b € N, onda postoji k € N takav da je b = ka.

g S;Z;(; =1 imamo 3-5% +2* =3.25+ 16 = 91 = 7- 13, pa tvrdnja zadatka u ovom slucaju vrijedi.
it) Pretpostavka.
Preptostavimo da postoji k € N takav da vrijedi
13| 3 . 5R+1 4 ok +3,
odnosno da postoji p € N takav da je
gk s+l L ok+3 13

iit) Korak.
Trebamo dokazati 13 | 3n+1 . 57+2 4 274 Vrjjedi
3k+1 . 5k+2 _|_2k+4 —3. 3k 5. 5k+1 4+92. 2k+3
=15.3F .5kl 4 9. ok+3
=2. (3% 5 4 2FF3) 4 13. 3k 5h L
=2.13p+13.3k. 5k F!
=13 (2p+3~.5"t1)



Zadatci

Tako u tekstu zadatka nije napomenuto, ocekuje se da sljedeée zadatke rijeSite matematickom indukcijom.
Naravno, za mnoge od njih postoje i razli¢ita rjeSenja, pa nakon Sto ih rijesite indukcijom, pokusajte smisliti i
neko drugo rjesenje.

Zadatak 1.
Dokazite da je suma prvih n parnih prirodnih brojeva jednaka n? + n, za svaki n € N.

Zadatak 2.
Dokazite da za svaki n € N vrijedi

124224 ... 4n%= .

Zadatak 3.
Dokazite da za svaki n € N vrijedi

Zadatak 4.

Dokazite da za svaki n € N vrijedi:
(a) 3|n3+2n,

(b) 7] 11™ — 4",

(c) 11]23™ -1,

(d) 17| 257+3 4 5. 302

(e) 811-3"4+3-7T" —6,

(F) 37 |2n+5 . 34n 4 53n+l

Zadatak 5.
Dokazite da vrijede sljedece nejednakosti:

(a) 2" > 10n?, za svaki n € N, n > 10,
(b) 3" >n* zasvakin €N, n > 7,
(c) n®>3n+3, zasvakin € N, n > 2,

(d) \/4+\/4+\/4+...\/1<3, pri ¢emu korijena ima n € N.

Zadatak 6.
Dokazite da je broj dijagonala pravilnog n-terokuta jednak w

Zadatak 7.
Na sahovskom turniru sudjeluje n igraca i svatko igra protiv svakog to¢no jednom. Dokazite da je ukupno
odigrano @ dvoboja.

Zadatak 8.

Dokazite da se, za proizvoljan prirodni broj n, 2n x 2n plo¢a moze poplocati tako da ostane to¢no jedno prazno
mjesto, koristeé¢i samo domine oblika slova L s jednakim krakovima (dakle kao 2 x 2 kvadrat, samo bez jednog
vrha).

Zadatak 9.
Dokazite da je postanskim markama vrijednosti 3 kn i 5 kn moguce platiti svaku cjelobrojnu postarinu od 8 kn
na vise.

Zadatak 10.

Ping-pong loptice mozemo sloziti u pravilnu trostranu piramidu tako da donji sloj slozimo u jednakostraniéni
trokut s n loptica duz stranice, idudéi sloj u trokut s n — 1 loptica duz stranice, itd. Dokazite da je za piramidu
od n slojeva potrebno M loptica.



Rjesenja nekih zadataka

Rjesenje zadatka 1. Matematickom indukcijom dokazujemo da je

24+44+6+...+2n=n’+n, zasvakin e N
i) Baza.
Za n =1 imamo jednakost 2 = 12 + 1 = 2, koja o¢ito vrijedi.

it) Pretpostavka.
Pretpostavimo da jednakost
244+6+...+2k=kK+k

vrijedi za neki k € N.

i11) Korak.
Dokazujemo tvrdnju zadatka za k + 1:
=k>+k
24446+...+2(k+1)=2+44+6+8+...+2k+2(k+1)
=k +k+2k+2

=k +2k+ 1)+ (k+1)
=(k+1)?+(k+1).

Korak indukcije je dokazan, pa vrijedi tvrdnja zadatka.

Rjesenje zadatka 2. Matematickom indukcijom dokazujemo da je

nn+1)(2n+1)

124224+, . 4+n%= o

i) Baza.
Za n = 1 imamo jednakost 1 = % koja ocito vrijedi.

it) Pretpostavka.

Pretpostavimo da jednakost
E(k+1)(2k+1)

124224 .. 4k = :

vrijedi za neki k € N.

i11) Korak.
Dokazujemo tvrdnju zadatka za k + 1:

_ k(k+1)(2k+1)
- 6

P42+ k+1)2 =142+ (k4 1)?
k(k+1)(2k+1) 4+ 6(k + 1)
(k+1) (k(Qkin +6(k+1))
(k+1)(2k% + $k+6)
(k + 1)((k6+ D+1D)2k+1)+1)
6

Korak indukcije je dokazan pa vrijedi tvrdnja zadatka.



Rjesenje zadatka 3. Matematickom indukcijom dokazujemo da je

13+23+...+n3=< 5

i) Baza.
2
Za n = 1 imamo jednakost 1 = (%) koja oc¢ito vrijedi.

it) Pretpostavka.
Pretpostavimo da jednakost

2
P+2%+. 4k = <WhL 1))
e 5
vrijedi za neki k € N.
i11) Korak.
Dokazujemo tvrdnju zadatka za k + 1:
:(k(k;l) )2

B2+ k+1)2 =342+ k(4 1)3
Rk +1)2 +4(k+1)3
B 4
(k+1)? (k* +4(k + 1))

4
(k+1)2(k +2)?
4

((k+1)((k2+1)+1)>2

Korak indukcije je dokazan, pa vrijedi tvrdnja zadatka.

Rjesenje zadatka 4.

(a) i) Baza.
Zan =1imamo 1% 4+ 2-1 = 3, pa tvrdnja oéito vrijedi.

it) Pretpostavka.
Pretpostavimo da
3| k3 + 2k,
za neki k € N.
11) Korak.
Dokazujemo tvrdnju zadatka za k + 1:
(k+12%+2(k+1) =k +3k> + 3k + 1+ 2k + 2
= kK42 +3k*+3k+3
——
=3p, za neki peN
=3(p+ Kk +k+1)
Korak indukcije je dokazan, pa vrijedi tvrdnja zadatka.
(b) 4) Baza.
Zan = 1imamo 11' — 4! = 7, pa tvrdnja oéito vrijedi.

it) Pretpostavka.
Pretpostavimo da
7] 11F — 4k,

za neki k € N.



1) Korak.
Dokazujemo tvrdnju zadatka za k + 1:
1R gkl — 1111 — 4. 4P
=4.-11F — 4.4 4 7.11%
=4 (11F —4%) 4711k

N———
=Tp, za neki peN

=T(4p + 11%)
Korak indukcije je dokazan, pa vrijedi tvrdnja zadatka.
(f) %) Baza.
Za n =1 imamo 2'° . 3* 4+ 53+1 = 37. 157, pa tvrdnja ocito vrijedi.

it) Pretpostavka.
Pretpostavimo da
37 | 2]€+5 . 34k + 53’€+1’

za neki k € N.
1) Korak.
Dokazujemo tvrdnju zadatka za k + 1:
9145, g4(k+1) | 53(k+1)+1 _ 9. 34, (gh+5 . giky | 53 . 53k+1
=162 (2"° . 3%) 4125 . 5%+
— 125 (245 . g4k 4 53k+1) | 37(gk+5 , gak)
=37p, za neki peN
= 37(125p + 2F 5 . 3%k)

Korak indukcije je dokazan, pa vrijedi tvrdnja zadatka.

Rjesenje zadatka 5.

(a) i) Baza.
Za n = 10 imamo 2% = 1024 > 1000 = 10 - 102, pa tvrdnja o¢ito vrijedi.

it) Pretpostavka.

Pretpostavimo da

2F > 10%2,

za neki k € N, k > 10.
1) Korak.

Dokazujemo tvrdnju zadatka za k + 1:

okt =2. 2F > 20k?
=~

>10k2

Kako je 20n? > 10(n + 1)2, za svaki n > 10 (dokazite to!), imamo traZenu nejednakost i za k + 1.

an:\/4+\/4+\/4+...\/1,

pri éemu u gornjem izrazu ima n korijena. Tvrdimo da je a, < 3, za svaki n € N.

(d) Zan € N oznacimo

i) Baza.
Zan =1 imamo a; = V4 =2 < 3.

it) Pretpostavka.
Pretpostavimo da a; < 3, za neki k € N.



1) Korak.
Dokazujemo tvrdnju zadatka za k + 1. Uo¢imo da je

ax+1 = V4 + ag.

Sada je prema pretpostavci 4+ aj, < 4+3 = 7, a onda je ap1 < /7 < 3. TraZena nejednakost dakle
vrijedi i za k + 1.

Rjesenje zadatka 6. Dokazujemo tvrdnju matematickom indukcijom. Uo¢imo da tvrdnja ima smisla za n > 3,
dakle koristimo generalizirani princip matematicke indukcije, pri ¢emu je ng = 3.

i)

i)

iii)

Baza.
Za n = 3 tvrdnja ocito vrijedi jer trokut ima 0 dijagonala.

Pretpostavka.

Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za neki £ € N, odnosno da za taj k svaki k-terokut ima k(k; 3) dijagonala.

Korak.

Dokazujemo tvrdnju zadatka za k + 1. Uzmimo proizvoljni (k + 1)-terokut P i ozna¢imo jedan njegov vrh
s T. Sada promotrimo k-terokut P’ koji dobijemo "izbacivanjem" vrha T iz (k + 1)-terokuta P, odnosno
P’ je k-terokut kojem su stranice - duZina koja povezuje susjedne vrhove tocke T i stranice od P bez
stranica koje povezuju tocku T sa susjednim vrhovima. (skicirajte!) Sada uoc¢imo da su dijagonale od P
koje ne sadrze tocku T upravo dijagonale od P’, zajedno s dijagonalom koja povezuje susjedne stranice od
T. Dakle, ukupan broj dijagonala od P je za 1 veéi od sume broja dijagonala od P’ i broja dijagonala od
‘P koje prolaze tockom T'. Prvi broj u ovoj sumi je po pretpostavci jednak @, a drugi broj je jednak
k — 2 jer je to broj spojnica vrha T' s vrhovima u P koji mu nisu susjedni. Dakle, sveukupno imamo

(k+1)((k+1)-3)
2

k(k —3)

(k=2 +1=

dijagonala.

Korak indukcije je dokazan, pa vrijedi tvrdnja zadatka.

Rjesenje zadatka 9. Dokazujemo da za svaki n € N postoje brojevi a,b € NU {0} takvi da je n = 3a + 5.
Ponovno koristimo generalizirani princip matematicke indukcije, pri éemu je ng = 8.

)

i)

iii)

Baza.
Za n = 8 tvrdnja ocito vrijedi jer je 8 = 3 + 5.

Pretpostavka.
Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za neki k € N, k > 8, odnosno da za taj k postoje a,b € NU {0} takvi
da je k = 3a + 5b.

Korak.

Dokazujemo tvrdnju zadatka za k + 1. Ukoliko je b € N, tj. ako smo za pladanje poStarine od k kn
iskoristili barem jednu marku od 5 kn, tada zamijenimo tu marku s dvije marke od 3 kn i tako platimo
iznos od k+1 kn. Preciznije, definiramo a; = a+2, by = b—11 uo¢imo da su a1,b; € NU{0} i da vrijedi
k+1=3a; + 5b;.

Ako je pak b = 0, odnosno iznos od k kn smo platili samo s markama od 3 kn, tada je k = 3a. Kako je
k > 8, vidimo da mora biti @ > 3. Dakle, sigurno smo upotrijebili barem tri marke. Sada zamijenimo
neke tri marke od 3 kn s dvije marke od 5 kn, odnosno u ovom slucaju definiramo a; = a — 3, by = 2 i
ponovno imamo da su aj,b; € NU{0} te je k+ 1 = 3a; + 5b;.

Korak indukcije je dokazan, pa vrijedi tvrdnja zadatka.



Rjesenje zadatka 10.

i)

i)

iii)

Baza.
Za n = 1 tvrdnja oc€ito vrijedi jer se piramida od jednog sloja sastoji od samo jedne loptice te imamo
jednakost 1 = w

Pretpostavka.

Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za neki k € N, k > 8, odnosno da je za piramidu od k slojeva potrebno
W loptica.

Korak.

Dokazujemo tvrdnju za piramidu od k + 1 slojeva. Uoc¢imo da takvu piramidu dobivamo kada piramidi

od k slojeva dodamo jo$ jedan, najdonji sloj. Dakle, potreban broj loptica jednak je zbroju broja loptica

u tom najdonjem sloju i broja loptica potrebnih za izgradnju piramide od k slojeva. Prema pretpostavci,
. .. . k(k41)(E42)

drugi broj jednak je ———¢—=.

Znaci sada jo§ samo trebamo izracunati broj loptica u jednakostrani¢nom trokutu s k + 1 loptica duz

stranice. Lako mozemo zakljuciti da se taj trokut sastoji od

(k+1)(k+2)

14+2+... +k+(k+1)= 5

loptica, pri ¢emu posljednja jednakost slijedi iz prvog primjera. Dakle, za izgradnju piramide od k + 1
loptica potrebno je

(k+1)(k+2) n Ek+1D)(k+2) KR+D((E+1D)+1D)((k+1)+2)

2 6 6

loptica.

Korak indukcije je dokazan, pa vrijedi tvrdnja zadatka.



