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Uvod/teorijske osnove
U ovom éemo predavanju podrazumijevati da ste se upoznali s osnovnim pojmovima i rezultatima iz djeljivosti
i kongruencija. Jedan od osnovnih rezultata u teoriji brojeva jest sljede¢i

Teorem 1 (Mali Fermatov teorem). Neka je p prost broj i a € N takav da p1a. Tada
a?” ' =1 (mod p).

Ukoliko p t a, onda su brojevi p i a relativno prosti, tj. (p,a) = 1 (zas$to?). Prisjetimo se, na predavanju o
kongruencijama smo pokazali da tada vrijedi

a?'=1 (mod p) < da’ =a (mod p).
Takoder, ukoliko p|a, onda imamo a? = a = 0 (mod p). Zato tvrdnju malog Fermatovog teorema moZemo i
ovako izredi:
Za svaki prost broj p i svaki prirodan broj a vrijedi
a’ =a (mod p).
Zadatak 1.
Ovu ekvivalentnu tvrdnju malog Fermatovog teorema moZzemo dokazati matematickom indukcijom po a € N.

Provedite taj dokaz.
Uputa: iskoristite ¢injenicu da ukoliko je p prost broj, vrijedi kongruencija

(a+bP =d?+V (mod p)
za sve a,b € Z.
Mali Fermatov teorem se pokazuje kao izuzetno korisno sredstvo kod rac¢unanja kongruencija, $to mozemo vidjeti
na sljede¢em primjeru.
Primjer 1. Odredimo ostatak pri dijeljenju broja 5°°°° brojem 7. Prema malom Fermatovom teoremu vrijedi
55=1 (mod 7),
a kako je 5000 = 833 - 6 + 2, imamo
59000 — (56)833 .52 = 1.52 =25=4 (mod 7).
Uz mali Fermatov teorem ¢esto se navodi i Eulerov teorem ¢ija je jednostavna posljedica mali Fermatov teorem.
Uskoro éemo taj teorem iskazati, no ne¢emo ga dokazati ali savjetujemo svima da pokuSaju sami dokazati ili
potraziti dokaz. Prije iskaza trebamo definirati Eulerovi funkciju ¢. To je funkcija koja prirodnom broju n

pridruzuje broj relativno prostih brojeva s n manjih od n. Na primjer, 15 je relativno prost s 1, 2, 4, 7, 8, 11,
13 1 14, dakle ¢(15) = 8. Sad smo u stanju izre¢i Eulerov teorem.

Teorem 2 (Eulerov teorem). Neka su a, n € N medusobno relativno prosti. Tada

a?™ =1 (mod n).



Tako zvuéi jednostavno, dokaz teorema nije jednostavan. Napomenimo jo§ samo kako je mali Fermatov teorem
lagana posljedica Eulerovog teorema jer birajuéi n = p, gdje je p prost, jasno je da je p(p) = p— 1 (provjerite!).

Primjer 2. Odredimo zadnju znamenku broja 43**.

Odredivanje zadnje znamenke je zapravo traZenje cemu je kongruentan zadani broj modulo 10. Buduéi da
je 43 = 3 (mod 10), vrijedi 43** = 3% (mod 10). Ispisivanjem prvih nekoliko potencija broja 3 modulo 10
uocavamo, 3* = 3 (mod 10), 32 = 9 (mod 1)0, 3% = 7 (mod 1)0, 3* = 1 (mod 10). Iz zadnje kongruencije
zakljucujemo 3** = (31)1 = 11! =1 (mod 10), pa time i 43** = 3** = 1 (mod 10), odnosno zadnja znamenka
traZenog broja je 1.

Sad éemo ilustrirati kako se koristenjem Eulerovog teorema moZe doci do elegantnijeg rieSenja. Buduéi da je od
brojeva mangih od njega, 10 relativno prost s brojevima 1, 3, 7 19, zato je p(10) = 4. Kako je 43 relativno prost
5 10, vrijedi 43** = (43'1)* = 1 (mod 10), prema Eulerovom teoremu.

Zadatci i rjeSenja

Zadatak 2.

Odredite posljednje dvije znamenke broja 3409,

Rjesenje.
Za Eulerovu funkciju vrijedi multiplikativnost, odnosno ¢(mn) = ¢(m)e(n), za sve prirodne brojeve m i n. To se
jednostavno provjeri iz sljedeée formule za Eulerovu funkciju koja se moze provjeriti da vrijedi:

o) =n I[ (1 - I%)

p|n
p prost

gdje je [] simbol koji oznacava produkt. Stoga vrijedi:
©(100) = @(4)p(25) =2-1-5 -4 = 40,

pa je 3 =1 (mod 100). Zato je
3190 = (31919 =1 (mod 100).

Dakle, posljednje dvije znamenke u zapisu broja 3*°° su 01.

Zadatak 3.
Neka su ay, ..., as015 takvi da 10ja; + ... + ago15. DokaZite da

10]a + ... + adoys-
Rjesenje.

Uoc¢imo da je
2015 2015 2015

5 4
> a0} =Y ai=Y ai(ai — 1),
i=1 =1 =1
gdje smo simbolom 3 oznadili zbroj. Za svaki ¢ = 1,...,2015, to¢no je jedan od brojeva ai,a; — 1 paran. Takoder,
prema malom Fermatovom teoremu imamo 5|a; — a;, i = 1,...,2015. Zato vrijedi

2015

101> ai(ai — 1),
i=1

a odavde slijedi tvrdnja zadatka.

Zadatak 4.
Ako su p i g razliGiti prosti brojevi, dokazite da je broj p?=! + ¢?~! — 1 djeljiv sa pq.

Rjesenje.
Po malom Fermatovom teoremu imamo p|¢P ™' — 1, ¢|p?~' — 1, a odavde slijedi p|g”~* 4+ p?~
Buduéi da su p i g relativno prosti, slijedi tvrdnja zadatka.
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Zadatak 5.
Nadite sve proste brojeve p takve da p dijeli 47 4 5P

Rjesenje.

Po malom Fermatovom teoremu imamo 4”7 = 4 (mod p) i 57 =5 (mod p), pa slijedi 4”7 + 57 = 9 (mod p). No, kako je
prema uvjetu zadatka 47 4+ 57 = 0 (mod p), imamo p|9, pa je jedini trazeni broj p = 3 (i provjerom vidimo da zaista i
zadovoljava uvjeta zadatka).

Zadatak 6. ,
Nadite sve proste brojeve p takve da p? dijeli 57" + 1

Rjesenje.
. 2 o 2 .
Iz p?|5°" 4 1 slijedi p|5¥” + 1. S druge strane, prema malom Fermatovom teoremu imamo

5772+1E(5p)p+155p+155+156 (mod p),

§to s uvjetom zadatka povlaci p|6. Dakle, imamo dvije moguc¢nosti, p = 2 ili p = 3, a provjerom dobivamo da je p = 3
jedino rjesenje.

Zadatak 7.
Ako prost broj p dijeli a? — 1 za neki a € N, tada p? takoder dijeli a? — 1. Dokazite.

Rjesenje.
Prema malom Fermatovom teoremu imamo a” = a (mod p), a prema uvjetu zadatka a”? = 1 (mod p). Dakle, a =
1 (mod p), tj. pla — 1. Nadalje,

2

a?t e +...+a+1=1+1+...414+1=p=0 (mod p),

pa vidimo da vrijedi i pla?™" +aP"2 + ... +a+ 1. Zato
Plla—1)(a” ' +a” P+ . 4a+1)=a’ -1

Zadatak 8.
Dokazite da za svaki prost broj p postoji beskona¢no mnogo brojeva oblika 2™ — n, n € N; koji su djeljivi sa p.

Rjesenje.
Ukoliko je p = 2, tvrdnja zadatka vrijedi jer p|2™ — n za svaki paran n. Pretpostavimo sada p > 2. Prema malom
Fermatovom teoremu imamo ‘

27" =1 (mod p) = 2" = 1 (mod p)
za svaki k € N. Nadalje, (p — 1)® = (1) (mod p) za svaki k € N, pa posebno imamo (p — 1)?* =1 (mod p) za svaki
k € N. Dakle,
)Zk

27D _(p—1)** =0 (mod p)

za svaki k € N, pa vrijedi tvrdnja zadatka.

Slijedi nekoliko tezih zadataka ¢ija rjesenja navodimo u idu¢em odjeljku ali savjetujemo da prvo dobro razmislite
o njima i pokusate ih samostalno rjesiti. Ipak, imajte na umu da su nesto tezi od predhodnih.

Zadatak 9.

Dokazite da iz bilo kojeg aritmetickog niza ¢iji su ¢lanovi prirodni brojevi moze biti izabran beskonac¢an geome-
trijski niz.

Napomena. Za niz prirodnih brojeva (a,)nen kaZemo da je aritmeti¢ki niz ako je razlika svaka dva uzastopna
Clana tog niza stalna i jednaka nekom (cijelom) broju d, tj.

ant1 —@n =d Yn €N.

Sli¢no, za niz prirodnih brojeva (a,)nen kazemo da je geometrijski niz ako je kvocijent svaka dva uzastopna
¢lana tog niza stalan i jednak nekom (racionalnom) broju g, tj.

a
Qn

Inace, potpuno se isto definiraju i aritmeticki i geometrijski niz realnih brojeva, s time da promatramo geome-
trijske nizove pozitivnih realnih brojeva.



Zadatak 10.
Dokazite da postoji beskonacan niz brojeva oblika 2" — 3, n € N, za koji vrijedi da su svaka dva medu njima
relativno prosta.

Zadatak 11.
DokaZite da ne postoji prirodan broj n > 1 takav da n|2™ — 1.

RjeSenje.
Uputa: pretpostavite suprotno i razlikujte slu¢ajeve kada je n prost i kada je slozen. U drugom slucaju stavite da je
p najmanji prost djelitelj od n. Takoder, oznacite sa d najmanji prirodan broj takav da 2¢ = 1 (mod p). Uocite da je

1 <d < p—1 te pokulajte dokazati da je n djeljiv sa d.

Zadatak 12.
Dokazite da ne postoje prirodni brojevi ny,ng > 1 takvi da n|2"2 — 11 ng|2™ — 1.

RjesSenja ostalih zadataka

Rjesenje zadatka 9. Oznacimo sa a i d prvi ¢lan i razliku aritmeti¢kog niza, tim redom. Uvjet naprosto govori
a,d € N. Nadalje, za bilo koji prirodan b vrijedi da je b ¢lan niza ako i samo ako vrijedi b > a i b = a (mod d).

Neka je h bilo koji prirodan broj koji je relativno prost sa d (npr., moZemo uzeti h =d+1,2d+1,3d + 1,...).
Prema Eulerovom teoremu
D =1 (mod d) = ah??P =a (mod d),

pa vidimo da se broj ah?(? nalazi u polaznom aritmetickom nizu. Opéenito, za proizvoljan n € Ny imamo
@ =1 (mod d) = ah™? =4  (mod d),

pa vidimo da se svi ¢lanovi geometrijskog niza s prvim ¢lanom a i kvocijentom h¥(? nalaze u polaznom arit-
metickom nizu.

Rjesenje zadatka 10. Nekasu py,pa, ..., px razli¢iti neparni prosti brojevi. Tada postojin € N, n > max{p1,...,pr},
takav da 2™ — 3 nije djeljiv nijednim od brojeva p1, ..., pr. Naime, prema malom Fermatovom teoremu za svaki
1 €{1,...,k} imamo

9(p1=1)(p2—1)--(pr—1) = | (mod p)i

= 91— (p2—1)(pr=1) _3=_9 (mod p);,
i takoder, —2 # 0 (mod p);, (p1 — 1)(p2 — 1) -+ (pr. — 1) > max{p1,...,pr}.

Sada ¢emo rekurzivno konstruirati traZeni niz. Za prvi ¢lan niza uzmimo npr. 23 —3 = 5. Pretpostavimo

da smo definirali prvih n ¢lanova niza, aq,...,a,. Neka su p1,...,pg svi (medusobno razli¢iti) prosti djelitelji
brojeva ay,...,a, (uofimo da su svi py, ..., p; neparni). Tada stavimo
Upy1 = o(P1=1)(p2—1)-(pr—1) _ g

i prema prethodnoj diskusiji znamo da nijedan od brojeva p1, ..., pr ne dijeli a,41.

Uoc¢imo sada da su u ovako konstruiranom nizu (a, ),en svaka dva ¢lana medusobno relativno prosta jer, prema
konstrukciji, nemaju nijedan zajednicki prosti djelitelj.

Rjesenje zadatka 11. Pretpostavimo da postoji takav n. Razlikujemo slucajeve:

1° n je prost. Tada imamo 2" = 1 (mod n), §to je u kontradikciji s malim Fermatovim teoremom (2" =

2 (mod n)).



2° n je slozen. Neka je p najmanji prost djelitelj od n. Buduéi da n dijeli 2" — 1, §to je neparan broj, i n mora
biti neparan. Zato i p mora biti neparan, tj. p > 2. Uz n = kp, k > 1, imamo

pl2" —1= (2P =1 (mod p).
No, prema malom Fermatovom teoremu vrijedi
(25 = 2% (mod p),
pa slijedi
28 =1 (mod p).

Neka je d najmanji prirodan broj takav da 2¢ = 1 (mod p); zbog malog Fermatovog teorema znamo da
takav d sigurno postoji i da vrijedi d < p— 1. Tada je takoder d < k. Zato k mozemo podijeliti s ostatkom
sa d, tj. postoje brojevi ¢ € N, r € Ny, r < d, takvi da k = qd + r. Sada iz kongruencije 2¥ =1 (mod p)
slijedi
204+ = (24)1.9" =19.2" =2" =1 (mod p).

No, prema pretpostavci je d najmanji prirodan broj takav da 2¢ = 1 (mod p), pa mora biti r = 0. Dakle,
k = qd, pa je k djeljiv sa d. No, kako je d < p— 11 o¢ito d > 1, slijedi da d ima prost djelitelj strogo manji
od p pa zato i k ima prost djelitelj strogo manji p. Dakle, n ima prost djelitelj strogo manji od p, Sto je
kontradikcija s pretpostavkom da je p najmanji prost djelitelj od n.

Rjesenje zadatka 12. Pretpostavimo da postoje takvi ny,ng. Neka je k = [m,n] njihov najmanji zajednicki
viSekratnik. No tada
2m — 1|28 — 1 = ny|2F — 1,

2m2 — 128 —1 = ny |28 — 1,
a odavde, po definiciji najmanjeg zajednickog viSekratnika, slijedi

Ej2F — 1.

No to je nemoguée prema prethodnom zadatku.



