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Dosad ste se susreli s dvije vrste kruznica koje pridruzujemo trokutu: opisanom i upisanom kruZnicom (neki
su mozda ¢uli i za pojam pripisane kruZnice koju ¢emo u ovom predavanju takoder spomenuti). U ovom ¢emo
predavanju definirati jo§ jednu posebnu kruznicu trokuta koja prolazi kroz 9 posebno odabranih toc¢aka (odakle
joj 1 naziv) te dokazati neka njena osnovna svojstva. Za pocetak uvedimo nekoliko standardnih oznaka - u
trokutu ABC' oznad¢imo

~s Py, Pp, Pg su polovista stranica BC, CA, AB, tim redom,

~» Ny, Np, N¢ su noZista visina iz vrhova A, B, C na nasuprotne stranice trokuta, tim redom,
~» (ABC) je opisana kruznica trokuta,

~» O 1 I su sredista opisane i upisane kruznice trokuta, tim redom,

~» R ir su radijusi opisane i upisane kruznice trokuta, tim redom,

~» G 1 H su teziste i ortocentar trokuta, tim redom.

Ove ¢emo oznake (bez pretjeranog naglasavanja) koristiti sve do kraja predavanja.

Sam pojam kruZnice 9 tocaka uvest ¢emo kroz nekoliko zadataka. Zapocet ¢emo s jednim jednostavnim (a
korisnim) svojstvom ortocentra koji ¢emo kasnije koristiti.

Zadatak 1.

(a) Dokazite da osnosimetri¢ne slike to¢ke H s obzirom na stranice trokuta ABC' leze na kruznici (ABC).

(b) Dokazite da centralnosimetri¢ne slike tocke H s obzirom na totke P4, Pg, Po takoder leze na kruznici
(ABCQ).

Zadatak 2.
Dokazite da je u trokutu ABC
PpP,Pc = PcNAPg.

Posljedica 1. U trokutu ABC tocke Pa, Pg, Pc, Na, Np, N¢ su konciklicne (leZe na istoj kruznici).

Dokaz. Prema prethodnom zadatku imamo /P N4 Po = ZPgPaPc (ukruZnici (P4 PgPc) to su obodni kutovi
nad tetivom PgPc) pa slijedi da su totke N4, Pa, Pp i Pc koncikli¢ne. Analogno se pokazuje i za preostale
tocke. (]

Zasad smo nagli kruznicu koja prolazi kroz 6 to¢aka trokuta. Za preostale 3 toc¢ke oznac¢imo
~ Qa, Q@p i Q¢ su polovista duzina AH, BH i CH, tim redom.

Zadatak 3.
Dokazite da je ¢etverokut Ny PaPpQ 4 tetivan.

Iz ovih zadataka slijedi

Teorem 1. U trokutu ABC tocke Ps, Pg, Po, Na, Ng, N¢, Qa, Qp i Q¢ leZe na istoj kruznici.



Definicija 1. KruZnicu iz prethodnog teorema zovemo kruzZnica 9 tocaka (ponekad se zove Eulerova ili
Feuerbachova kruznica). Kruznicu 9 tocaka oznacavamo kg, a njeno srediste oznacavamo Oy.

Uocimo usput da iz zadatka 3 te obrata Talesovog teorema slijedi i
Posljedica 2. Og je poloviste duzine Q4 P4.
Zadatak 4.

Dokazite da u trokutu ABC vrijedi
AH | OP4, |AH|=2|OP4|.

Zadatak 5.
Dokazite da je Og poloviste duzine OH.

Napomena 1. Vrijedi sljedecéi rezultat.

Teorem 2. O, H i G su kolinearne tocke.

Dokaz.



Zbog

|OPg| : |BH| = |PAG| : |GA|=1:2, OPg | BH, PpG

GB

po SKS poucku slijedi da su trokuti HBG i OPgG sli¢ni. Odavde ZOGPg /HGB pasu O, Gi H
kolinearne. O

Pravac na kojemu leze tocke O, G © H zovemo Eulerov pravac trokuta. Iz prethodnog zadatka vidimo da na
tom pravcu lezi i Oy.

Zadatak 6.
Dokazite da za polumjer kruznice kg, Ry, vrijedi

R
Rg - 5
Zadatak 7.
Dokazite da je tangenta na kruZnicu kg u tocki P4 paralelna tangenti u toc¢ki A na kruznicu (ABC).

Zadatak 8.
Dokazite da kruznica kg raspolavlja svaku duZinu koja tocku H spaja s (proizvoljno odabranom) to¢kom na
kruznici (ABC).

Zadatak 9.

Zadan je trokut ABC takav da |[AB| # |AC|.Neka su D, E i F redom diralista upisane kruznice sa stranicama
BC, CA1 AB trokuta ABC. NekasuY i Z redom sjeciSta pravaca DF i DE s pravcem kroz tocku A paralelnim
s pravecem BC'. Neka su tocke E’' i F’ redom polovista duzina DZ i DY . Dokazite da tocke A, E, E', F, F' i

I leze na istoj kruznici.



Napomena 2. Neka je T' sjeciste pravca ZF i upisane kruZnice trokuta ABC. Zbog ZTFD = ZZFD = 90°
prema obratu Talesovog poucka slijedi da je DI promger upisane kruznice trokuta ABC. Zato (prema Talesovom
poucku) imamo LTED = LYED pa su tocke Y, T i E kolinearne. Dakle, T je ortocentar trokuta DZY pa

je I poloviste duZine koja ortocentar trokuta spaja s njegovim vrhom, Sto daje drugi dokaz tvrdnje da I lezi na
kruznici (AEF).

Zadatak 10.
Zadan je trokut ABC. Dokazite da se Eulerovi pravci trokuta ABH, BCH i CAH sijeku u jednoj tocki.

Posljedica 3. Opisane kruznice trokuta ABC, ABH, BCH i CAH su medusobno sukladne (imaju jednak
polumger).

Definicija 2. Ako su tocke Ay, A2, As, Ay takve da je Ay ortocentar trokuta Ay Az As, kaZemo da je {A1, As, A3, Ay}
ortocentricka cetvorka.

Napomena 3. Uocimo da je svaka tocka ortocentricke cetvorke ortocentar trokuta kojeg odreduju preostale tri
tocke. Takoder uoc¢imo da je zbog prethodnog zadatka dobro definiran pojam kruznice 9 tocaka ortocentricke
cetvorke.

Zadatak 11.

Dokazite da sredista opisanih kruZnica cetiri trokuta odredena s po tri od Cetiri tocke ortocentricke cetvorke
takoder Cine ortocentri¢ku ¢etvorku te da se kruznice 9 tocaka tih dviju ortocentri¢kih ¢etvorki podudaraju.
Prisjetimo se sada jo$ jedne vrste kruznica koja se definira za neki trokut.

Definicija 3. Kruznica koja dira jednu stranicu trokuta s vanjske strane i produZenja preostalih dviju stranica

zovemo pripisana kruZnica tog trokuta.

Uoc¢imo da svaki trokut ima tri pripisane kruznice. Uvedimo oznaku

~s T4, Ip, Ic su sredista pripisanih kruZnica koje redom s vanjske strane diraju stranice BC, CA, AB.

Zadatak 12.
Dokazite da je {I,14,Ip,Ic} ortocentricka Getvorka i odredite kruznicu 9 tocaka te Cetvorke.



Posljedica 4. Neka je T4 poloviste luka BC kruznice (ABC) koji ne sadrzi tocku A. Tada tocke B, I, C, I
leZe na kruznici sa sredistem u tocki T'y.

Dokaz. Uo¢imo da je T4 zapravo drugo sjeciSte simetrale AI i kruznice (ABC). Prema prethodnom zadatku
slijedi da je T4 poloviste duzine I 41 pa tvrdnja slijedi iz ¢injenice Z/IBI4 = ZICI4 = 90° te obrata Talesovog
poucka. O

Napomena 4. Oznacimo sa Vi drugo sjeciste pravea Iglc i kruznice (ABC). Prema prethodnom je zadatku
V4 upravo poloviste duzine Iglc. Zbog

/IcBIg = /IcCIg = 90°

i obrata Talesovog poucka slijedi da tocke B, C, Ip, Ic leZe na kruznici sa sredistem u tocki V.

Nadalje, zbog LTyAVy = 90° prema obratu Talesovog poucka slijedi da je TaVa promjer kruinice (ABC).
Dakle, V4 je ujedno i poloviste luka BC' kruznice (ABC') koji sadrzi tocku A.

Za kraj, navedimo jo$ jedno od najljepsih svojstava kruznice 9 to¢aka (a i jedan od ljepsih teorema geometrije
trokuta uopce).

Teorem 3 (Feuerbach). KruZnica 9 tocaka dira upisanu i sve tri pripisane kruznice trokuta. Pritom upisanu
kruznicu dira iznutra, a pripisane kruznice izvana.

Toc¢ka u kojoj se dodiruju upisana kruznica i kruznica 9 toc¢aka zove se Feuerbachova tocka trokuta. Fe-
uerbachov se teorem moze dokazati direktnim ra¢unom (ra¢unanjem udaljenosti sredista navedenih kruZnica,
koristenjem trigonometrije) ili naprednijim tehnikama (primjenom inverzije), $to ovdje ne¢emo raditi.



Rjesenja nekih zadataka

Rjesenje zadatka 2. Trokuti ACNs i ABN4 su pravokutni te su im Pg i Po redom polovista hipotenuza, tj.
srediSta opisanih kruznica. Zato slijedi

|PpNa| = |PgC| = |PcPys|, |PcNa|=|PcB|=|PpPal

pa tvrdnja zadatka slijedi primjenom SSS poucka o sukladnosti.

Rjesenje zadatka 3. Za ovu je tvrdnju dovoljno dokazati ZQaPpPs4 = 90°. Buduéi da su Q4Pp i PPy
srednjice u trokutima AHC i CAB, imamo QaPg || HC i PgP4 || AC. Tvrdnja slijedi iz okomitosti pravaca
HCi AC.

Rjesenje zadatka 4. PpQc je srednjica u trokutu CAH pa vrijedi PgQc¢ || QaH i |PpQc| = |QaH|. No, zbog
AH 1 BC slijedi PsQc || OP4. Jednako tako, zbog BH 1 CA i ¢injenice da je PaQ¢ srednjica u trokutu
CBH slijedi PAoQc¢ || OPp. Dakle, OP4QcPg je paralelogram pa imamo |OP4| = |PpQc¢|. Slijedi OP4 || AH
i

1
|OP4A| = |PeQc| = |QaH| = §|AH|-

Rjesenje zadatka 5. 1z rjeSenja prethodnog zadatka slijedi
OPa || QaH, |OPa|=|QaH|

paje OP4HQ 4 paralelogram. Buduéi da je, prema posljedici 2, Og poloviste jedne dijagonale, to je Og poloviste
i druge dijagonale, tj. duzine OH.

Rjesenje zadatka 6. QpOqg je srednjica u trokutu HBO pa slijedi Ry = |QpOg| = \02734 = %

Rjesenje zadatka 7. Dovoljno je dokazati OgPy4 || OA. No, ova tvrdnja slijedi iz ¢injenice OgQ4 || OA (koja
slijedi iz rjeSenja prethodnog zadatka) te posljedice 2, tj. ¢injenice da su Q 4, Og i P4 kolinearne tocke.

Rjesenje zadatka 8.



Neka je E proizvoljna tocka na kruznici (ABC') te neka je F poloviste duzine HE. Tvrdimo da F leZi na ko.

Neka je H; centralnosimetri¢na slika tocke H s obzirom na toc¢ku P4. Uo¢imo da se pri istoj centralnoj simetriji
totka B preslikava u C. Zato se pravac BH preslikava u pravac H,C, tj. BH || H,C pa su pravci CA i H;C
okomiti. Dakle, ZH;C A =90° (AH; je promjer kruznice (ABC)).

Buduéi da su P4 F i Q4 F redom srednjice u trokutima HHF i AHF, slijedi PaF || HHF i QaF || AF. Odavde
dobivamo /P, FQ 4 = ZH1FA = 90° pa prema posljedici 2 slijedi da F' lezi na kq.

Rjesenje zadatka 9.



Uoc¢imo da je

LAZE = /CDE = LCED = LZFEA,

pri ¢emu prva jednakost vrijedi zbog ZY || BC, druga zbog ¢injenice da su CD i CE tangente na upisanu
kruznicu, a tre¢a zbog jednakosti vr3nih kutova. Dakle, |[AZ| = [AE|. Analogno dobijemo |AY'| = |AF| pa zbog
|AE| = |AF| slijedi |AY| = |AZ|, tj. A je poloviste duzine Y Z.

Nadalje, uo¢imo da iz
|AZ| = |AE| = |AY|

slijedi da je trokut ZEY pravokutan (jer mu se sredi$te opisane kruznice, A, nalazi na jednoj od stranica) pa
imamo YE L ZD, tj. E je noziSte visine iz vrha Y na stranicu ZD trokuta DZY. Analogno dobivamo da je
tocka F noziste visine iz vrha Z na stranicu DY . Dakle, opisana kruznica trokuta AEF zapravo je kruznica 9
toc¢aka trokuta DZY pa na toj kruZnici odito leZe i tocke E' i F”.

Uoc¢imo jos da Cetverokut AETF ima dva nasuprotna kuta prava pa je tetivan, tj. tocka I takoder leZi na toj
kruznici.

Rjesenje zadatka 10. Promotrimo, na primjer, trokut ABH. Uo¢imo da u tom trokutu vrijedi

~~ (' je ortocentar,
~ P4, Pp, Q¢ su polovista duzina koje spajaju ortocentar tog trokuta s njegovim vrhovima,
~ Qa, QB, Pc su polovista stranica,
~+ N4, Np, N¢ su noziSta visina.
Dakle, kruznice 9 to¢aka trokuta ABH i ABC se podudaraju pa ti trokuti imaju i zajednic¢ko srediste kruznice

9 tocaka Og. Buduéi da prema napomeni 1 srediSte kruznice 9 tocaka lezi na Eulerovom pravcu trokuta, slijedi
tvrdnja zadatka.



Rjesenje zadatka 11. Neka je H ortocentar trokuta ABC'. Neka je O srediste kruznice (ABC) te O4, Op i O¢
redom sredista kruznica (BCH), (CAH) i (ABH).

Uocimo da prema zadatku 1 osna simetrija s obzirom na stranicu BC' preslikava kruznicu (ABC) u (BHC) pa
stoga ona preslikava toéklﬁ u ﬂfku 0O 4. Dakle, tocke O 4, Op i O¢ su redom osnosimetri¢ne slike tocke O s
obzirom na stranice BC', CA i AB. Posebno,

PsPp H OAOB7 PpPo || OBOc, PoPy || OcOA,

a budué¢i da je O ortocentar trokuta P4PpPc, to je O takoder i ortocentar trokuta O OpO¢. Dakle,
{04,05,0¢,0} je ortocentricka cetvorka.

Uoc¢imo da prema posljedici 3 imamo
|HO4| = |HOp| = |HO¢| = R,

tj. H je srediste kruznice (O4OpO¢). Zato je prema zadatku 5 srediste kruznice 9 to¢aka trokuta O4O0pO¢
poloviste duzine OH i podudara se sa sredistem kruZnice 9 toc¢aka trokuta ABC. Uoé&imo i da se prema
zadatku 6 radijusi tih kruznica takoder podudaraju i iznose %. Dakle, kruznice 9 to¢aka ortocentri¢kih ¢etvorki
{A,B,C,H} i{04,0p,0¢,0} se uistinu podudaraju.

Rjesenje zadatka 12. 1z ¢injenice da su simetrale susjednih kutova medusobno okomite slijedi
I4A 1L IcA, TpA 1 IgA

pa slijedi da su toc¢ke A, Ip i I¢ kolinearne te T4 A | Iglc. Analogno se pokazei IgB | Icla, IcC L I4lp, a
bududi da se pravci 4 A, IgB, IcC sijeku u I, slijedi da je I ortocentar trokuta I4Iglc. Nadalje, buduéi da
su A, B, C o¢ito noziSta visina u tom trokutu, slijedi da je kruznica 9 toc¢aka trokuta I4IpIc upravo kruznica
(ABCQC).



