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Cesto nas geometrijski zadatak trazi da nademo veli¢inu nekog kuta, duljinu duzine ili dokazemo neku jednakost.
Upravo se u takvim zadatcima, kao i mnogim drugim, korisna pokazala trigonometrija. Zadatke rjeSavamo
tako da tvrdnje zadatka svedemo na algebarske jednakosti i dalje nastavimo s algebarskim manipulacijama
trigonometrijskim izrazima. U ovome predavanju navest ¢emo formule i teoreme koji se najcesce koriste, zatim
pro¢i kroz nekoliko primjera, a na kraju su zadatci za vjezbu. Za razumijevanje materijala potrebno je osnovno
poznavanje geometrije i trigonometrije.

Formule
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sin(z) + sin(y) = 2sin (x;y) < _ >
(")
cos(z) + cos(y) = 2 cos <9“2f?/> (:c;y>

cos(z) — cos(y) = —2sin (552+y> ‘i (:c - y)
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sin(x) — sin(y) = 2 cos <x—;—y> sin
cos




sin(z) cos(y) = %[Sin(x +y) + sin(z — y)]
cos(z) sin(y) = %[Sin(l‘ +y) — sin(z — y)]
cos(x) cos(y) = %[COS(QT +y) + cos(z — y)]

sin(x) sin(y) = %[COS(QT —y) — cos(z + y)]

Formule za povrsinu trokuta ABC"

absiny  besina casin 8

2 2 2

P =

a’sinfsiny  b?sinasiny  c?sinasinf

P =

2sina 2sinf  2siny

Teoremi

Teorem 1 (Sinusov poucak). U trokutu ABC vrijedi:

a b c

— = —— = —=2R
sina  sinf  sinvy

Teorem 2 (Kosinusov poucak). U trokutu ABC vrijedi:
a’? = b+ — 2bccosa

Teorem 3 (Trigonometrijska forma Cevinog teorema). Neka je ABC trokut i neka su D, E, F tocke na
pravcima BC, CA, AB redom. Tada su pravci AD, BE i CF konkurentni ako i samo ako:

sin/BAD sin/ZCBE sinZACF_
sin /DAC sin/EBA sin/FCB ~

Primjeri

Primjer 1 (Stewartov teorem). Neka je ABC trokut i neka je D tocka na BC. Oznacimo d = AD, m = BD
in=CD. Tada vrijedi:
a(d* + mn) = b*m + c*n

A

B m D n C

Dokaz. 1z kosinusovog poucka u trokutima ABD i ACD dobivamo:

d? +m? — 2

cos(LADB) = 5
m



&2+ n? -1

cos(LADC) = 5

Kombiniranjem te dvije jednakosti dobivamo:

d? +m? — ¢? o d? +n? — b?
—sam = cos(£LADB) = cos(180° — LADC) = —cos(LADC) = T ean

n(d*> +m? — %) = —m(d*> + n® — b?)
(m +n)d* 4+ (m +n)mn = b*m + *n

a(d® +mn) = b*m + *n

Primjer 2 (Ptolomejev teorem). Neka je ABCD tetivni éetverokut. Tada vrijedi:

AC-BD=AB-CD+ BC-AD

Dokaz. Oznacimo obodne kuteve nad AB, BC, CD sa «, i~ i ozna¢imo sa R polumjer opisane kruZnice.
Tada vrijedi: AB = 2Rsina, BC = 2Rsin8, CD = 2Rsin~y, AD = 2Rsin(a + 8+ 7v) AC = 2Rsin(a + )
BD = 2Rsin(f + v). Tvrdnja teorema je nakon dijeljenja s 2R ekvivalentna s jednakosti:

sin(a + 8) sin(f + v) = sinasiny + sin Ssin(a + 8+ 7)

Primjenom formula za sin(z + y) i cos(x F y) dobivamo da su lijeva i desna strana jednake:

sin asin 3 cos B cosy + sin a cos? B siny + cos asin® B cosy + cos asin 3 cos [ sin y

Zadatci

Zadatak 1.
U trokutu sa stranicama a,b,c © povrsinom P vrijedi jednakost \/g(b2 +¢? — a?) = 2bc — 4P. Odredi velicinu
kuta nasuprot stranice a.

Rjesenje.
. . . . T 2 p .
Kako je P = %bc i iz kosinusovog poucka vrijedi b*> + ¢* — a® = 2bccos
. - - P ; 2 2_ 2 29he si . . -
\B(bz + 2 faz) =2bc — P <— ﬁbﬂ#’l =1- W = 3cosa=1-sina < %smu+ gcosa =1
@sinacos%jtsin%cosa:%@sinojtgzé = ati=% &= a=3

Zadatak 2.
Ako za kutove trokuta vrijedi sin® v = sin? 8 + sin’ o dokai da je trokut pravokutan.



Rjesenje.
a b c

Iz sinusovog poucka imamo =*— = —— = —
sSin o« sin ﬁ sin 7y

= 2R odakle dobivamo sina = 55, sin 8 = QLR, siny = 5%.
2 2 2
Uvrstavanjem dobivenog u pocetnu jednakost dobivamo %z = 15z + f? = 2 =a®+b* < trokut je pravokutan

Zadatak 3.

Tocka M je srediste stranice AB trokuta ABC'.DokaZite da je umnoZak duljina duZina radijusa kruZnice opisane
trokutu AMC' i visine iz M na AC jednak umnosku radijusa kruznice opisane trokutu BMC' i visine iz M na
BC.

Rjesenje.
Neka su r1 1t r2 radijusi kruznica opisanih trokutima AMC' i@ BMC'. Neka je ZCAB = o i LZABC = . Iz sinusovog
poucka ri = Q‘SIJXCL NSRS 2'2'1]:‘1‘2 Neka su U i V redom nozista visina iz M na AC' ¢ BC' redom. Tada iz pravokutnih trokuta

AMU i MBV imamo |MU| = |[AM|sina = ‘A,—zm sino, [MV| = |MB|sinfg = @ sin 5. Koristeéi gornje jednakosti
dobivamo

|CM| |AB] . |CM]| - |AM|
Y — SsSlny = —

- \IMU| =
ne MU= 5500 s 1
i _|CM||AB| . |CM]|-]AM]
ro - |[MV| = 25 2 sin 8 = —

Zadatak 4.
Simetrala kuta kod vrha A trokuta ABC sijece stranicu BC w tocki D. ZADB = 45° i CD-BD = AD?. Odredi
velidinu kuta ZBAC.

Rjesenje.
Neka je /BAC = o, ZCBA = i ZCBA = ~. Primjenom sinusovog poucka na trokute ADB i ACD dobivamo
4D _ 5D, BC.sns
sinf3 sin § sin
1'4D _ CDQ e AD— C’D.-S;ny
siny  sing sin

odavde imamo in 3 - si
2 . _sinf3 - siny
AD” =BD-CD TanZe s

§to zbog uvjeta CD - BD = AD?* implicira

Sm?#zl = sinﬂ-sin’yzsian (1)
sin” 2
1z adicigskih formula vrijedi
sy = A=) e+ ) o
7
cos a = cos” o sin? @
2 2
odnosno ' |
COSOézl—QSiI’lQ% — siHZ%:COS% (3)
Iz trokuta DBA imamo o
45° + B+ 5 = 180°
a 1z trokuta ABC
a=180° - B —7~
180° — 3 —
45° + B + w = 180°

1z ove jednakosti dobivamo B — v =90° Iz (1),(2) i (3)
cos(B—) —cos(B+v) =1—cosa

cos(f + ) = cos(180° — ) = —cosa

pa dobijemo
cos(f—7v)+cosa=1-—cosa

odakle slijedi
2cosa=1—cos(B—7)=1-c0s90° =1 = 2cosa=1 = a=60°



Zadatak 5.
Zadan je trokut ABC. Tocke A', B’ i C' su preslike tocki B, C i A preko A, B i C redom. DokaZi da je
povrsina trokuta A'B'C’ sedam puta veca od povrsine trokuta ABC.

Rjesenje.
Kako je
Parapc = %AB -ACsina = %AB -BCsinfg = %AC - BC'sin~y
7
AC =CC',BC = BB',AA = AB

to je . .

Paaracr = iAA/ - AC'sin(180° — a) = §AB -2ACsina = 2PaaBc

Paapp = %A’B - BB'sin(180° — 8) = %2143 -BC'sina = 2Paapc

1. /. o 1 .
Papccor = §B C-CC"sin(180° — v) = EZBC -ACsina = 2Paape

Zbog toga je
Paarpior = Prnage + Paaracr + Pparppr + Paprocr = TPaabse

Zadatak 6.
Neka je ABC' trokut i P tocka. Preslika praveca AP preko simetrale kuta /BAC sijece BC u D. Analogno
definiramo E i F. DokaZi da su pravei AD, BE i CF konkurentnsi.

Rjesenje.

Pravci AP, BP i CP su konkurentni u P, pa iz trigonometrijske forme Cevinog poucka slijedi:
sin ZBAP sinZCBP sin ZACP _ 1 (1)
sin /PAC sin/PBA sin/ZPCB

Kako su pravei AB 1 AC' simetriéni s obzirom na simetralu kuta /BAC, vrijedi /BAP = /DAC 1 /PAC = /BAD.
Analogno zakljucujemo za ostale kuteve. Sada iz (1) i dobivenih jednakosti dobivamo:

sin /DAC sin/EBA sin/FCB _
sin/BAD sin /CBE sin ZACF

1

Sada iz trigonometrijske forme Cevinog poucka slijedi da su pravei AD, BE i CF konkurentni.

Zadatak 7.
Dan je pravokutnik ABCD. Na stranici BC je tocka E za koju vrijedi EC = 4BE, a na stranici CD je tocka
F za koju vrijedi FD = ACF. Nadi omjer AB : BC uz uvjet da je kut ZEAF maksimalan.

Rjesenje.
Neka je /EAB = o, ZEAF = ¢, /ZFAD = 3. Neka je AB = x i BC = 1. Iz uvjeta da je kut o maksimalan slijedi da
je kut o + B minimalan. Iz pravokutnih trokuta ABE i ADF slijedi:

) 1 . te 4x
= — 1 = —
8= 52 & 5

Zatim je:
tga+tgf =+

tg(a+ B) = ==z

gla+f) 1—tgatgp 1-—

4x

= 1

45 = — 44z
5 T

Vryjedi: % +4dx > 2,/ % -4x, odnosno % +4x > 4, odnosno 4z*> — 4z +1 >0, pa je tg(a + B), odnosno a+ B minimalan

71 v . - - R . . 71
za x = 5. TraZeni omjer je AB: BC =z :1= 3.

Zadatak 8.
Ako za kuteve o i B trokuta vrijedi:
sin? o tga

sin® 3 tgf

tada je trokut jednakokracan ili pravokutan. DokaZi!



Rjesenje.
Zbog 2 > 0 su kutevi o 1 B Siljasts, tj.

tg B .
avﬁ € <07 §> (1)
Vrijedi:
sin? a __tga  sina cosf3
sin?8  tgB sinf cosa
t.
s?na s%noz ~ cosf -0 )
sinff \sinf8  cosa
Zbog (1) je Ziﬂg # 0, pa iz (2) slijedi sinacosa = sin S cos B, tj. sin2a = sin2B. Owa jednakost je moguca ili kad je

200 = 23, tj. trokut je jednakokracan, ili kad je m — 2c = 203, tj. v = § (pravokutan trokut).

Zadatak 9.
Dan je trokut ABC u kome je ZCAB =15° i ZABC = 30°. Sa M oznacimo poloviste stranice AB.
a) Dokazi da je ZACM = 30°.

b) Dokazi da je
_ AB-BC

oM 2AC

RjeSenje. a) Neka je ZACM = ¢ i ZBCM = 0. Tada je
p+0=LACB = 135°

Primgjenom sinusovog poucka na tokute BMC' i AMC' i koristeéi MB = M A imamo

sin30°  CM CM _ sinl15°
sinf ~ MB MA  sing

odakle je
sinf  sin30°  2sin15° cos 15°

= = = 2cos 15°
sing  sin15° sin 15° o

Takoder imamo
sin§ = sin(135° — ) = sin 135° cos ¢ — cos 135° sin p = 7(511190 + cosp)

pa je
sinf V2 (sin ¢ + cos )

2cos15° = — = -
sin ¢ sin ¢

a 1z posljednje jednakosti lagano nalazimo
cotp = 2v/2cos15° — 1
Izracunajmo sada cos 15°.

Imamo
? = cos 30° = cos® 15° — sin® 15° = cos® 15° — (1 — cos® 15°) = 2cos” 15° — 1
pa je
1+ 24V3 4423 (1+V3)
2 4 8 8
a kako je cos 15° > 0 to iz posljednje jednakosti imamo

cos® 15° =

(1++v3)2 1+3
8 NG

cos 15° =

pa je
ctge =2v2c0s15° —1=14+vV3-1=+/3
a kako je p € (0,135%) to mora biti ¢ = 30°.
b) Dovoljno je dokazati da je
CM  AM
BC ~— 2AC
Kut CM B je vanjski ugao trokuta ACM i imamo

/CMB = /CAM + ZACM = 15° + 30° = 45°



pa primjenom sinusovog poucka na trokut CM B dobivamo

CM _sin30° 5 1 V2
Bc_sin45°_§_ﬁ_ 2
Primjenom sinusovog poucka na trokut ABC dobivamo
AB _ sin 135°  sin45°
AC  sin30°  sin30°
pa je
AB _ sin45® 2 V2 CM
2AC  2sin30° 2.4 2 BC

te je ovim dokaz zavrsen.



