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1 Ocekivana vrijednost

Da bi razumjeli sto je to ocekivana vrijednost prvo trebamo definirati slu¢ajnu varijablu. Nec¢emo se sluziti nekom
formalnom definicijom, nego ¢emo samo re¢i da je to vrijednost koja se bira slu¢ajno i najcesée ¢emo ju oznacavati
s X. (Npr. ako kazemo da je X = iznos bacanja standardne kocke onda je X € {1,2,3,4,5,6}, ali ne znamo koja
joj je tocna vrijednost.) Sada mozemo definirati oc¢ekivanu vrijednost slu¢ajne varijable koju oznac¢avamo s E[X].

Definicija 1.1 (Ocekivana vrijednost)
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Ovdje P(X = z) predstavlja vjerojatnost da se dogodi dogadaj X = z. (Ako se vratimo na primjer s bacanjem
kocke P(X = 3) bi oznacavalo vjerojatnost da bacanje kocke dobijemo rezultat 3.)

Za isti primjer mozemo izracunati oc¢ekivanu vrijednost:
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Pozor!
Glavno svojstvo ocekivane vrijednosti koje ¢emo mi koristit je:
(FX]=k) = (P(X>k) >0 & P(X <k)>0)
Tj. postoji slucaj kada je X > ki postoji slucaj kada je X < k Sto se lagano moze vidjeti iz definicije oc¢ekivane
vrijednosti.
J

Primjer 1.1. Na IMO-u je n osoba i svaka osoba ima oznaku sa svojim imenom (ne postoje 2 osobe s istim imenom).
Uzmemo sve oznake, promijesamo ih i nasumicno podijelimo nazad. Oznac¢imo sa A broj ljudi koji su dobili svoje
ime nazad. Dokazi da je ocekivana vrijednost od A jednaka 1.

Rjesenje 1.1. Radi lakseg zapisa recimo da su imena tih osoba 1 do n. Definirajmo skup S kao skup svih permutacija
brojeva 1,2,...,n. S = {(a1,a2,...,a,) € N* | {ay,a9,...,a,} ={1,2,...,n}}, te za x € S definirajmo f(z) kao
broj fiksnih tocaka u x.

Neka je X - nasumic¢na permutacija, nas zanima kolika je o¢ekivana vrijednost za broj fiksnih toCaka te permutacije.
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Teorem 1.2 (Linearnost o¢ekivanja)

E[X; + X2+ - + Xn] = E[X1] + E[X3] + - - - + E[X,,]

Dokaz je ve¢inom raspisivanje suma i nije instruktivan za ovo predavanje pa ga ne¢u ukljuciti.
Primjer 1.2. PokusSajmo sada rjesiti primjer 1.1 koristeéi se naucenim teoremom:
Rjesenje 1.2.

X, =

0 inace.

{1 ako osoba i dobije ime ¢

Za X - broj fiksnih osoba o¢ito vrijedi X = X7 + X + --- + X, stoga:
1
E[X1+ Xo + -+ Xo] =E[X1] + E[Xp] + - + E[X, ] =) P(X;=1)=n-— =1

Uz pomo¢ teorema 1.2 smo elegantnije dokazali tvrdnju!

2 Direktni dokaz postojanja

U ovoj metodi umjesto da trazimo primjer konfiguracije mi ¢emo samo pokazati da takva konfiguracija mora
postojati zbog prije spomenutog svojstva ocekivane vrijednosti.

Primjer 2.1. U svako polje 100 x 100 tablice upisan je jedan od brojeva 1,2, ..., 100 tako da se svaki broj pojavljuje
tocno 100 puta. Dokazi da postoji redak ili stupac u kojem se pojavljuje barem 10 razli¢itih brojeva.

Rjesenje 2.1. Odaberimo random redak ili stupac te sa X oznac¢imo broj razliCitih brojeva u njemu. Neka je

X = Z I, I, = {1 ako se ¢ nalazi u odabranom redu ili stupcu

0 inace.
=1

E[X] = B[] + E[L] + - ZIP’I =1)>n- 2f =10

Potrebno je jos pokazati zadnju nejednakost. Oznacimo s k bI‘OJ redaka u kojima se nalazi ¢, onda se ¢ nalazi u

barem 7 stupaca pa vrijedi:

E+2 _ 2
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Te mozemo zakljuciti da postoji red ili stupac s barem 10 razli¢itih brojeva.

3 Alteracija

Sada ¢emo zadatku pristupati malo drugacije. Umjesto da uzimamo random konfiguraciju i trazimo ocekivanu
vrijednost toga Sto nas zanima, svaki element ¢emo birati s nekom vjerojatnosti p te nakon toga oduzeti broj
ocekivanih "losih” situacija. Malo je nejasno ovako receno, ali postat ¢e jasnije u primjeru.

Primjer 3.1 (MEMO 2011). Na jednom matematickom natjecanju sudjeluje 3n uéenika, govori se n razlic¢itih
jezika, a svaki ucenik govori tocno 3 razlic¢ita jezika. Dokazi da je moguce odabrati bar [%”1 jezika tako da niti
jedan ucenik ne govori vise od dvaju odabranih jezika.

Rjesenje 3.1. Neka je S prazan skup. Svaki jezik biramo s vjerojatnoséu p te ako je izabran stavljamo ga u S.
Lako je vidjeti E[|S]] = np. Neka je X broj uCenika ¢ija su sva tri jezika izabrana, onda je:

E[X] = 3np?
= E[|S| - X]=np—3np

Sada odabirom p = 1 dobivamo E[|S| — X] = 2 §to implicira tvrdnju koju smo trebali dokazati.



Zagrijavanje

1. U Pragu je 1600 delegata koji su osnovali 16000 odbora, svaki ima tocno 80 ¢lanova. Dokazi da mozemo
pronaci 2 odbora koja imaju barem 4 zajednic¢ka c¢lana.

v . s v . . v v . 1 v
2. U grafu s n ¢vorova i prosjecnim stupnje d pokazi da postoji independent set * veli¢ine barem 5.

Zadaci

1. Neka je A skup od n razli¢itih ostataka modulo n2. Dokazi da postoji skup B od n razli¢itih ostataka modulo
n? takav da skup A + B = {a + bla € A;b € B} sadrZi barem:
(a) 3n?
(b) (1 ¢)n?

razli¢itih ostataka modulo n?.

2. U jednom gradu zivi n ljudi te svatko poznaje toéno 1000 drugih ljudi (poznanstva su uzajamna). Dokazi da

je moguce odabrati podskup ljudi S takav da bar 555 ljudi iz S pozanje totno dvoje ljudi iz S.

3. Zadan je bipartitan graf s n ¢vorova, pri ¢emu svaki ¢vor ima pridruzenu listu od vise od logs(n) boja. Dokazi
da postoji kromatsko 2 bojanje &vorova tog grafa sa svojstvom da je svaki évor obojan nekom bojom iz svoje
liste

4. Skup S zovemo slobodnim ako ne postoje x,y,z € S takvi da x +y = 2. Dokazi da svaki skup A, cijelih
brojeva razli¢itih od 0, sadrzi S C A takav da je S slobodan i da vrijedi |S| > %.

5. Familija podskupova n-¢lanog skupa naziva se antilanac ako ne sadrzi dva skupa takva da je jedan pod- skup
drugog. Ako je {A1, Aa, ..., A} antilanac, tada vrijedi:

> <!
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lindependent set - skup vrhova takvih da nikoja dva nisu povezana bridom
2bojanje je kromatsko ako nikoja dva &vora spojena bridom nisu iste boje
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