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Uvod

Pellova jednadzba je jednadzba oblika
22 —dy? =1,

gdje je d € N dani prirodni broj koji nije djeljiv ni s jednim kvadratom prirodnog broja veéeg od 1. Pokazuje
se da ta jednadzba ima beskonac¢no rjeSenja, koja zadovoljavaju jednu linearnu rekurziju. Kako u zadatcima iz
teorije brojeva najcesce nailazimo na jednadzbe s kona¢no mnogo rjeSenja (Gesto i bez rjeSenja), ova jednadzba
je zato jedna zanimljiva iznimka.

Pellova jednadzba

Definicija 1. Jednadzbu
2?2 —dy? =1,

gdje su d,x,y prirodni brojevi, i d je kvadratno slobodan (1j., ne postoji kvadrat prirodnog broja veéi od jedan
koji je djelitelj od d) nazivamo Pellovom jednadZbom. Jednadzbu

2 —dy* =N
(uz iste uvjete na x,y,d, te N cijeli broj) nazivamo pellovskom jednadZbom.
Napomena 1. Ouvdje éemo se baviti samo Pellovom jednadzbom i pellovskom za N = —1. Ostali primjeri

gotovo da se ni me pojavljuju na natjecanjima.

Fokusirajmo se zasada samo na Pellovu jednadzbu. Na broj d postavlja se jedan ¢udan uvjet, stoga idemo
pojasniti njegovu pozadinu. Kao prvo, pogledajmo Pellovu jednadzbu za d = 1:

22—yt =1 = 22 =9+ 1

Intuitivno je jasno da ne postoji ba§ mnogo uzastopnih brojeva koji su ujedno i kvadrati. Jedan na¢in kako to
pokazati je faktorizirati lijevu stranu. Takoder, postoji i jedna druga metoda, sa Sirom primjenom. Iako to nije
tema ovog predavanja, pokazat ¢emo ju. Ona se naziva smjestanje medu kvadrate.

Pogledajmo broj y2 + 1, za neki prirodan y. Ono 3to éete se zasigurno sloziti je da je on strogo veéi od broja
y?. Takoder, on je i strogo manji od broja y? + 2y + 1. Dakle, imamo

v <yPrl<yi+2y+1=(y+1)>%

Tu dolazimo do interesantne kontradikcije: Zelimo da je broj y? + 1 kvadrat prirodnog broja, no on se nalazi
izmedu dva uzastopna kvadrata: y? i (y+1)2. KaZemo da smo taj izraz smjestili izmedu dva uzastopna kvadrata,
odakle i ime metodi. Dakle, za prirodan y, izraz % 4+ 1 ne moZe biti potpun kvadrat.

U primjeru koji smo zajedno rijesili, broj smo smjestili izmedu dva kvadrata i pokazali da on ne moze biti
potpun kvadrat. Sli¢no, moZzemo broj smjestiti izmedu dva kuba (ili neke viSe potencije) i pokazati da taj broj
ne moZe biti potpun kub (ili neka visa potencija).

Zadatak 1.
Pokazite da jednadzba 22 = 32 + 1 ima samo dva rjefenja u cijelim brojevima: = = £1,y = 0.

Zadatak 2.
Pokazite da broj z2 + = + 1 nije potpun kvadrat ni za jedan prirodan broj z.



Zadatak 3.
Pokazite da brojevi 22 + 2 + 1 i  + 1 ne mogu istodobno biti potpuni kubovi prirodnih brojeva, ni za koji
prirodan .

Dakle, slozili smo se da Pellovu jednadzbu za d = 1 nije zanimljivo gledati. Takoder, ako je d potpun kvadrat
(d = k?), tada bismo imali
1=2a"—dy® = 2* — (ky)?,

pa kao i prije, ne bismo imali rjesSenja.

Konaé¢no, pretpostavimo da znamo rijesiti Pellovu jednadzbu za sve kvadratno slobodne d. Neka je d; broj koji
nije kvadratno slobodan. Tada postoje k,n € N takvi da je d; = kn? i k je kvadratno slobodan (kad k ne bi bio
kvadratno slobodan, njegov kvadratni djelitelj mogli bismo "strpati" u n?). Tada bismo imali jednadzbu

1 =22 —dy* = 22 — k(ny)?,
za koju znamo sva rjeSenja.
Sada pokazimo najvazniji rezultat, koji ne¢emo dokazivati:

Teorem 1. Neka je d kvadratno slobodan prirodan broj. Pellova jednadzba (za taj d) tada ima beskonacno
rjesenja. Nadalje, neka je (x1,y1) njeno najmange rieSenje. Tada su sva ostala rjesenja dana s

Ty + ypVd = (21 + 1 V)", (1)

Napomena 2. e Netko bi se mogao zapitati po kojem kriteriju je neko rjesenje nagmangje. Kako usporediti
dva rieSenja (z,y) i (¢',y’)? Ideje koje padaju na pamet su primjerice provjeriti je li x < x ili y <y’ ili
x+y <2 +vy ili udaljenost od ishodista uw ravnini: \/x2+y2 < \/x'2 +y2. Lako je pokazati da su svi
ti kriteriji ekvivalentni. Primjerice: Ako je x <z, imamo

P —dff=1i2?—dy?’ =1 = dy’ +1=2> <2’ =dy?* +1 = y<y.
Lako je pokazati i drugi smjer. Pozivamo citatelja da se uvjeri © u ekvivalentnost svih kriterija.

e Jednadzba 1 mozZda nije jasna na prvi pogled, pa ju pojasnimo. Ona se zasniva na tome da se za Sve
prirodne brojeve a,b,n i d broj (a + b\/&)” opet moze prikazati u obliku A+ BVd. Primjerice

(2+V3)3 = (2+V3)2(2+V3) = (4 +2V3+3)(2+ V3)
= (T+4V3)(2+V3) = (14 + 7V3 +8V3 + 12) = 26 + 15V/3.

Koliko god je taj nacin zadavanja rjesenja lako pamtljiv, ipak se ¢ini da se s njime ne moZe mnogo toga
dalje napraviti (ukoliko nam je u zadatku receno da trebamo nesto dokazati za skup rjesenja). Uskoro éemo
dati alternativne nacine zadavanja rjesenja.

e Prema teoremu, za nalaZenje svih rjeSenja trebamo samo naéi najmanje rjeSenje, a dalje imamo formulu.
U nekim slucajevima, rije¢ "samo" ima smisla. Primjerice, najmanje rjesenje jednadzbe x? — 2y? =1 je
(x,y) = (3,2). No, za broj d = 61, najmange rjesenje je

(z1,y1) = (1766319049, 226153980).

Srecom, u nasim primjerima, i opéenito u primgjerima na natjecanjima, najmanje rieSenje bit ée skoro
uvijek par sastaviljen od jednoznamenkastih brojeva.

Sljede¢om propozicijom dat ¢emo korisniju formulu za rjesSenja.

Propozicija 1. RjeSenja (x,,yn) Pellove jednadzbe zadovoljavaju sljedeéu rekurziju:
Tpi1 = T1Tn + dY1Yn, Ynt1 = Y1Tn + T1Yn-

Dokaz. Koristimo relaciju iz teorema:

(Tni1 + Ynp1Vd) = (x1 + y1Vd)" T = (2, + yuVd) (21 + VA" = (2021 + dynin) + (Ynw1 + T011)Vd.



Dakle, kad nademo najmanje rjeSenje (x1,%1), ono Sto ostaje je sustav linearnih rekurzija za nizove x, i y,. U
) b b
toj rekurziji isprepli¢u se formule za niz x,, i niz y,. Te formule moZemo "rasplesti".

Propozicija 2. RjeSenja (x,,yn) Pellove jednadzbe zadovoljavaju sljedeéu rekurziju:

Tpyo = 201Tp41 — Tny Ynt2 = 2T1Yn41 — Yn-
Dokaz. Koristimo rekurzije iz proslog teorema. Ideja je da iz jedne jednadzbe izrazimo jednu varijablu i uvrstimo
je u drugu jednadzbu. Poznata metoda u rjeSavanju sustava linearnih jednadzbi, ovdje je samo u novom ruhu:

1

Yntl = YnT1 + Ty = Tp = ;(yn+1 — YnT1).
1

Dobiveni izraz vrijedi za sve prirodne brojeve n. Zato imamo i

Tp+1 = *(Z/n+2 - yn+15€1)~
Y1

To uvrstavamo u jednadZzbu koju jo$ nismo iskoristili (pomnoZit ¢emo je i s y;, da nam bude lakse):
YiTn1 = Y1 (2120 + dY1Yn) == Ynt+2 — Yn+121 = 1 (Yn+1 — Yn®1) + dY1yn

= Ynt2 = (@1 + 1) Yns1 + (=27 + dY})Yn = 221Ynt1 — Y-

Sli¢no dobijemo i formulu za z,,.

Rijesimo sada jedan zadatak:

Zadatak 4.
Neka prirodni brojevi z, y zadovoljavaju 2% — 2y? = 1. DokaZite 6|xy.

Rjesenje.

Za ovaj zadatak nije nuzno poznavanje svojstava Pellove jednadZzbe, mozemo direktno gledati samo neke ostatke (po-
zivamo Citatelja da izvede i takav dokaz). Ali, mi ¢emo za potrebe ovog predavanja iskoristiti dokaz preko izvedenih
svojstava. Lako provjerimo da je najmanje rjesenje jednadzbe (z1,y1) = (3,2). Koriste¢i formule iz propozicija, imamo da
je sljedece rjesenje (z2,y2) = (17,12), te rekurziju xp42 = 6Zn11—Tn, Ynt2 = 6Ynt1—Yn = Tnt2Ynt2 = TnYn (Mod 6).
Kako za prva dva rjeSenja vrijedi da im je umnozak djeljiv sa 6, trivijalnom indukcijom vrijedi i za sve ostale n.

Ako se dogodi slucaj da se ne mozete sjetiti ide li u Teoremu 1 u formuli znak plus ili minus, imamo rjeSenje za
to:

Propozicija 3. Neka je (x1,y1) najmanje rjesenje Pellove jednadzbe. Tada su sva ostala rjeSenja dana s
Tn *yn\/;l: (z1 *yl\/g)n- (2)
Dokaz. Uzmemo reciprotni izraz za ., + y,\/d i racionalizirajmo ga:

1 1 n — Yn n - Jn
R AL N

Sli¢no napravimo i za (x1 + y1v/d)". Dobijemo:

1 1
xn_yn\/g: = :xl_y\/gn‘
Tn+ynVd (214 Vd)" ( e

Zbog zadnjeg rezultata, mozemo na jo$ jedan nacin zapisati rjeSenje:

Ln = %((ﬂfn + \/Eyn) + (xn - \/gyn)) = %((xl + \/gyl)n + (.131 B \/Eyl)n)’
1 1
Yn = m((l‘n + \/&yn) - (xn - \/gyn)) = m

Iako su brojevi 12 = (x1 £ 1 V/d) koji se pojavljuju u formulama realni i nimalo cijeli, njihov zbroj (2z1) i
produkt (1) jesu cijeli brojevi. Zato ipak s njima moZemo raditi neke stvari kao i s cijelim brojevima.

((z1 + Vdy1)™ — (z1 — Vdy1)").



Zadatak 5.
Dokazite da rjeSenja Pellove jednadzbe (2, yn) 1 (Zm,Ym) zadovoljavaju a,|x,,, kad god su m i n neparni, te
njm.

Rjesenje.
Na trenutak zamislimo da su brojevi ai,2 prirodni i rijesimo ovaj zadatak s tom pretpostavkom. Neka n|m. Tada
trebamo dokazati

1 n n 1 m m n n m m
Tn|Tm = E(al’ + ay) §(a1'+ag') <— a] +as|al" +as.

(A1 :=al, Az :=ay, k = %) (odavde je k neparan)
= A+ A AT+ AS = (A1 + A (AT + AVTR A - ATAST 4 AT,

U slucaju da su a2 prirodni, zadatak bi bio gotov. No, ovako trebamo provjeriti svaki korak. Svi koraci koje smo
ispisali vrijede neovisno o tome jesu li brojevi cijeli ili realni, samo je zadnji zaklju¢ak mozda drukéiji. No, buduéi da
je umnozak brojeva A1 As = (anae)™ prirodan i buduéi da je suma svake dvije potencije All + AZQ = a{” + agl = 2T
prirodna, tada su i svi faktori u izrazu

Ay 4 Ag|AF 4 AE = (A + A)(AV T+ AP 2 Ay 4 ATAS T2 - AT

prirodni. Izraze u ovoj velikoj zagradi uparujemo: uz npr ! < k—I[—1 imamo A} A!;*l*l +AT7171A§ = (As AQ)Z (A]f*m*l +

Ag*m + 1). Dakle, svi brojevi u gornjem raspisu su prirodni, i sav racun je valjan.

Za kraj, pogledajmo poseban slucaj pellovske jednadzbe, za N = —1. Za razliku od Pellove jednadzbe, iako
naoko nismo mnogo toga promijenili, ova jednadzba ne mora uvijek imati rjeSenje.

Zadatak 6.
Neka je n prirodan broj takav da je n + 1 djeljivo s 4. Dokazite da jednadzba x2 — ny? = —1 nema rjesenja.

Rjesenje.

U jednadzbi x? + 1 = ny? lijeva strana ne smije imati prosti faktor oblika 4k 4+ 3 (jedna od posljedica Fermatovog
teorema, ako Citatelj ne zna za to, preporuc¢amo istoimeno online predavanje), dok desna strana oc¢ito ima takav djelitelj.
Kontradikcija.

Nasli smo veliku klasu jednadzbi kada ova pellovska jednadzba nema rjesenje. Inace, bez nekog velikog dodatnog
znanja nema jednostavnog kriterija za d kada jednadzba ima rjeSenja. Nudimo utjehu sa sljedeéa dva rezultata:

Teorem 2. Neka je d kvadratno slobodan prirodan broj. Pretpostavimo da postoji rjeSenje pellovske jednadzbe.
Tada ih postoji beskonaéno. Nadalje, neka je (x1,y1) njeno najmanje rjesenje. Tada su u nizovima (z,,yn)
zadanima rekurzijom

Tp + yn\/a = (z1 + yl\/C_l)"~ (3)

na neparnim mjestima dana sva rjesenja pellovske jednadzbe 2% — dy? = —1, a na parnim mjestima sva rjesenja
Pellove jednadzbe 2% — dy? = 1.

Korolar 1. Neka je (2',y') neko rjesenje Pellove jednadzbe x? — dy? = 1. Ako ne postoji rjesenje pellovske
jednadzbe x* — dy? = —1 koje je manje od (x',y'), tada ta pellovska jednadzba uopée nema rjesenja.

Zadatak 7.

Koristeci trik kao u jednoj od propozicija u ovom predavanju, "raspletite rekurziju" iz teorema o postojanju
rjesenja pellovske jednadzbe i nadite rekurziju samo za ta rjeSenja, bez rjeSenja odgovarajuce Pellove jednadzbe.
RjesSenje.

Tnto = (2] + dy?)zn + (2d2191)Yn, Yotz = (22191)Tn + (5 + dyi)yn.



Primjeri

Zadatak 8.
Dokazite da jednadzba a(a — 1) = 2b(b — 1) ima beskonacno rjeSenja u prirodnim brojevima. Opisite ih.

Rjesenje.
Pomnozimo li jednadzbu s 4, dodamo sa svake strane 2, dobit ¢emo kvadrate binoma:

(20 —1)°4+1=2(2b—-1)° <= 2°—2° =1, gdjejex =2a—1, y=2b— 1.
Najmanje rjesenje je (z,y) = (1,1). Znamo da su sva rjeSenja dana (prema zadatku 7) s (gledamo samo neparne ¢lanove)
Tnt2 = 3Tn + 4Yn, Ynt2 = 22y + 3Yn.
Trivijalnom indukcijom zakljuc¢ujemo da su svi ¢lanovi s neparnim indeksom u nizu neparni. Zato su sva rjesenja pocetne

zadace dana s
zr+1 yr+1

(2’2

), gdje je k neparan broj.

Zadatak 9.
Dokazite da jednadzba 22 + 3% — 42y + 2 = 0 ima beskonacno rjeSenja u prirodnim brojevima. Opisite ih.

Rjesenje.
Pocetna jednadzba ekvivalentna je s
(z+y)* —3(x—y)* =4

Lijeva strana jednadzbe moze davati ostatke 0, 1,2 pri dijeljenju s 4. Davat ¢e ostatak nula samo ako su oba broja koja
kvadriramo parna. Dakle, x +y = 2a,x —y =20 <= x =a+ b,y = a — b. Kad podijelimo s 4 dobijemo

a® —3b* =1.

Znamo kako glasi rekurzija za sva rjesenja ove Pellove jednadzbe. Preko relacija z = a + b,y = a — b zadali smo sva
moguca rjeSenja pocetne jednadzbe.

Zadatak 10.
Dokazite da sustav jednadzbi

22 —22 =1
2 —322=1
2 -5t =1

nema rjesenja.

Rjesenje.
Ovo je jedan mali uljez medu zadatcima. Sada kada znate rjeSavati Pellovu jednadzbu, ponekad trebate uociti da ne
morate sve zadatke rijesiti koristeéi steCeno znanje.
Oduzimanjem prvih dviju relacija dobivamo
. 1 3
27 =30 = L =1,/2.
z 2
Dakle, dobili smo da je broj s desne strane racionalan broj, a dobro znamo da nije. Kontradikcija. Ovaj sustav nema
rjesenja.

Zadatci

Zadatak 11.
DokaZite da za svaki prirodan broj N postoje prirodni a,b > 1 takvi da je a®? +1=2b?> idajen |a —b.

Zadatak 12.
Za prirodan broj n, broj 2 + 2v/28n? + 1 je prirodan. DokazZite da je tada potpun kvadrat.



Zadatak 13.
Dokazite da brojevi 2a? + 1, 2b% + 1, 2a?b? + 1 ne mogu istodobno biti potpuni kvadrati, za prirodne a, b.

Zadatak 14.

(a) Dokazite da za prost broj p oblika 4k + 1 pellovska jednadzba x? — py? = —1 uvijek ima rjesenja.
(b) Dokazite da za prost broj p oblika 4k + 1 pellovska jednadzba x? — p?"~1y? = —1 uvijek ima rjefenja, gdje
je n dani prirodan broj.

Hint: (tekst hinta napisan je bijelom bojom nakon ovog komentara u zagradi; oznacite ga miSem i kopirajte
u neki editor teksta kako biste ga procitali)

Zadatak 15.
Nadite sva prirodna rjesenja jednadzbe 5" = 6m? + 1.



Rjesenja

Rjesenje zadatka 10.

Kao u zadatku 11 izvedemo rekurziju za rjeSenje. Znamo da gledamo samo neparne ¢lanove u rekurziji iz
Teorema 2, pa ¢emo onda samo i ta rjeSenja gledati:

a1 =1,bp =1,ar+1 = 3ay + 4bg, br+1 = 2ax + 3by.

Primijetimo da niz ima beskona¢no ¢lanova, ali samo kona¢no mnogo ostataka modulo n. Sada primijenimo
Dirichletov princip: postoje neki ko, N € N takvi da je ar, = ary+nN, Cko+1 = Akg+N+1 t€ by = bry+n,
bko+1 = bro+n+1 (sve kongruencije su modulo n). Zbog toga §to smo htjeli namjestiti dva uzastopna ¢lana u
nizovima, zaklju¢ujemo da ¢e i svi ¢lanovi nakon spomenutih mjesta davati jednake ostatke, dakle dobili smo
da su od nekog mjesta nizovi (3to se ti¢e ostataka) periodi¢ni s periodom N. Trebamo dokazati da to ne vrijedi
samo pocevsi od nekog mjesta, nego za cijele nizove. To ¢emo dokazati tako da dokazemo da je ax—1 = ag+n—1
ibr_1 =bryrn—_1, koristeéi gornje znanje. Ali to je zato §to iz izraza za rekurziju imamo da je

Ap—1 = 3ak — 4bk, bk—l = 7204]6 + 3bk,

tj. ukoliko znamo ostatke dva uzastopna ¢lana nizova, znamo i ostatke njihovih prethodnika na jedinstven nacin
odrediti. Dakle, nizovi a i by su u potpunosti periodi¢ni modulo N. Zato to vrijedi i za niz ¢; := ap — bg.
Kako je ¢; = 0, znamo da je cy11 = 0, ¢ime je zadatak gotov.

Rjesenje zadatka 12. Ako je zadani izraz prirodan broj, nuzno je da je dio pod korijenom potpun kvadrat.
Neka je a = v28n2 +1 = a? — 28n? = 1. Odavde je i a® — 7(2n)? = 1. Najmanje rjesenje Pellove jednadzbe
2% — Ty? =1 je (8,3), a rekurzija

Tpy1 = 8Tk + 21y, Yr+1 = 32k + Syk-
Nas zanima samo sluc¢aj kada je y,, paran. Lako je vidjeti da je to kada je k paran.
Vratimo se na tekst zadatka. Nama je cilj dokazati da je za sve k broj 2 + 2x5; potpun kvadrat.
Sada koristimo Propoziciju 3. Neka je a2 = (8 & S\ﬁ) Imamo:
24 2x9, = 2+ a2F + a2F = (oF 4 ob)? = (221)?,

Sto je i trebalo pokazati.

Rjesenje zadatka 13. Postoji rjeSenje preko Pellove jednadzbe (preko Propozicije 3 i ograni¢avanja), no ovdje
prikazujemo jedno elegantno rjeSenje koriste¢i smjestanje medu kvadrate.

Neka je BSO a > b > 1. Tada za broj
c:=4(2a% + 1)(24%* + 1),

koji mora biti kvadrat, vrijedi
(4a’b 4+ b)? < ¢ < (4a*b+ b+ 1),
kontradikcija.
Rjesenje zadatka 14. RijeS§imo prvo a) dio. Pretpostavimo da je (a,b) minimalno rjesenje Pellove jednadzbe

2% — py? = 1. Imamo
a—phl=1 = (a—1)(a+1)=pb*

Gledajuéi pocetnu jednadzbu modulo 4, vidimo da b ne moze biti neparan, jer bi tada bilo a®> = 2 (mod 4).
Dakle, b je paran, a a neparan. To znall da faktoriziranu jednadzbu moZemo podijeliti s 4 (sve ¢e ostati

prirodno):
a+1l a—1 b
2 T2 “P\2)

Faktori na lijevoj strani su uzastopni prirodni brojevi, dakle relativno su prosti. S desne strane imamo umnozak
prostog broja i kvadrata, $to ne ostavlja mnogo moguénosti za faktorizaciju s dva relativno prosta faktora:




e Prui slucay: %1 =a?, GT_l = pB?. Tada je o — pB% = 1, &to je kontradikcija s time da je (a,b) najmanje
rjeSenje.
o Prui slucaj: “TH = pa?, “T_l = 32. Tada je % — pa?® = —1, ¢ime smo dobili rjegenje pellovske jednadzbe.

Rijesimo sada b) dio. Opet gledamo Pellovu jednadzbu x? — py? = 1. Znamo da ona ima beskonaéno rjesenja,
s rekurzivnom relacijom

Tl = T1Tn + AY1Yn, Ynt1l = Y1Tn + T1Yn.
Kao u zadatku 10 zaklju¢imo da su ostatci modulo bilo koji n € N periodi¢ni s nekim periodom M. Tada iz

relacije za prethodne ¢lanove

Tp—1 = T1Tn — AY1Yn, Yn—1 = —Y1Tn + T1Yn
mozemo vidjeti da za rjeSenje (7, yar) vrijedi (ra¢uni su modulo m)

oy =27 —dyi =1, yuy = —yra1 + 2191 = 0.

Dakle, za svaki m postoji rjeSenje (27, yar) takvo da je yas djeljiv s m. Uzmimo najmanje takvo rjeSenje za
m = p*>"~! iz zadatka. Sada napravimo postupak slican kao u a) zadatku. To ¢emo ostaviti Gitatelju.

Rjesenje zadatka 15.

Jasno je da je (2,2) jedno takvo rjeSenje. Gledajué¢i mod 3 dobijemo da je n nuzno paran: n = 2k. Uvedimo
supstituciju = = 5!, pa dobijemo Pellovu jednadzbu x? — 6m? = 1. Minimalno rjesenje je (5,2) (koje odgovara
ve¢ pronadenom rjeSenju), a ostala izrazimo preko propozicije 3:

v = 5 (54 2V0) + (5 - 2v6)").

Pogledajmo ostatak pri dijeljenju s 25. To dobijemo iz binomnih formula za (5 + 2\/6)k, uz to da imamo na
umu da ¢lanove oblika /6 na neparnu potenciju ne gledamo jer se pokrate, te da je 5' djeljivo s 25 za | > 2.
Tada dobijemo

k=1 (mod2) = 2x; = 10k(2V6)" 1,

k=0 (mod2) = 2z =2(2V6)",

odnosno da je 25 | 2z; <= k =5 (mod 10). (Napomenimo da se do tog zaklju¢ka moglo do¢i i tako da smo
gledali samo rekurziju za x; modulo 25 i ¢ekali da ostatci postanu periodi¢ni modulo 10). No, tada, prema
zadatku 5 vrijedi

2.5%.1901 = 2x5 | 22y

Dakle, ako je z djeljiv s 25, nije potencija broja 5, pa je (5,2) jedino rjeSenje pocetne jednadzbe.



