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Uvod /teorijske osnove

Za ovo predavanje podrazumijevamo poznavanje svojstava djeljivosti prirodnih brojeva (i preporucamo da za
ponavljanje procitate predavanja Djeljivost i Prosti brojevi).

Definicija 1. Za prirodne brojeve a i b kaZemo da su relativno prosti ako ne postoji prost broj p takav da

plaip|b.

Dakle, 51 7 su relativno prosti (jer nemaju niti jedan zajednicki prosti faktor), a 6 i 10 nisu relativno prosti (jer
su oba djeljiva s 2). U sljedec¢ih nekoliko teorema izreéi ¢emo i dokazati neka osnovna svojstva relativno prostih
brojeva.

Teorem 1. Ako su a i b relativno prosti brojevi i vrijedi a | b, tada a = 1.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, a # 1. To znadi da postoji neki prost faktor p takav da p | a. Kako a | b, to
slijedi da p | b. Medutim, sada p | a i p | b, $to nije mogucée jer su a i b relativno prosti.

Teorem 2. Ako su a i b relativno prosti brojevi i vrijedi a | b-n, tada vrijedi a | n.

Dokaz. Buduéi da a i b nemaju niti jedan zajednicki prosti faktor, to niti jedan prost faktor od a nece dijeliti
b, pa mora vrijediti i a | n.

Teorem 3. Ako su a i b relativno prosti brojevi i vrijedi a | n i b | n, tada vrijedi ab | n.

Dokaz. Buduéi da vrijedi a | n, to postoji prirodan broj k takav da n = k - a. Dakle, vrijedi b | k - a. Medutim,

buduéi da su a i b relativno prosti, to zbog teorema 2 vrijedi b | k. Opet, moZemo pisati k = b - z, iz Cega slijedi
n==k-a=bx-a=ab-x, §to znadi ab | n.

Teorem 4. Ako su a i b relativno prosti brojevi i vrijedi ab = n?, tada su a i b potpuni kvadrati.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, neka a nije potpun kvadrat. To znaci da je a djeljiv nekom neparnom poten-
cijom nekog prostog broja p, tj. postoji k € Ny takav da p?**1 | a (i p?**2 { a). Odavde slijedi p?**! | ab, tj.
p?**1 4 n2. Posebno, p | n, pa postoje I,m; € N takvi da n = p! - m (i pfmy). S druge strane, kvadrat broja n

mozemo zapisati kao n? = p?**1 . my za neki my € N (i ptmy). Slijedi

2k+1 21 2
p* T omy = p?' mi.

Vidimo da je lijeva strana jednakosti djeljiva neparnom, a desna parnom potencijom broja p, §to je kontradikcija.
Analogno se pokazuje i da je b potpun kvadrat.

Teorem 5. Ako su a i b relativno prosti brojevi, a x i y cijeli brojevi te vrijedi ax = by, tada vrijedia |y i b | x.

Dokaz. 1z ax = by slijedi da vrijedi a | by, a zbog teorema 2 vrijedi a | y, §to je i trebalo dokazati. Analogno se
dokazuje da vrijedi b | z.

Definicija 2. Neka su a,b € N. Najveéi zajednicki djelitelj brojeva a i b, NZD(a,b), je najveéi prirodan
broj takav da NZD(a,b) | a i NZD(a,b) | b.



Najveci zajednicki djelitelj brojeva a, b ozna¢avamo jos i (a, b) ili ged(a, b) (greatest common divisor u engleskom
jeziku). Dakle, NZD(3,5) = 1, ali NZD(3,6) = 3 i NZD(15,18) = 3. Obi¢no zapisujemo NZD(a,b) = d i
a = ay-d,b=by-d. Primijetimo da vrijedi NZD(a1,b1) = 1 (u suprotnom d ne bi bio najveéi zajednicki djelitelj
brojeva a i b).

Teorem 6. Prirodni brojevi a,b su relativno prosti ako i samo ako je NZD(a,b) = 1.
Dokaz. Uocimo frazu ako i samo ako - to znadi da trebamo dokazati dva smjera ove tvrdnje.

Neka su a i b relativno prosti. Pretpostavimo suprotno, tj. neka je NZD(a,b) = d > 1. Tada d ima prost
djelitelj p. Budu¢ida d|aid]|b, vrijediip| aip|b No, tada slijedi da a i b nisu relativno prosti.
Kontradikcija.

Neka je NZD(a,b) = 1. Pretpostavimo suprotno, tj. neka a i b nisu relativno prosti. Tada postoji prost
broj p takav da p | a i p | b. No prema definiciji najveceg zajednickog djelitelja slijedi NZD(a,b) > p > 1.
Kontradikcija.

Tvrdnju ekvivalentnu definiciji nekog pojma zovemo karakterizacijom tog pojma. Dakle, u teoremu 6 je
izreCena jedna karakterizacija relativno prostih brojeva. Uo¢imo da karakterizaciju mozemo koristiti i kao
alternativnu definiciju pojma.

Napomena 1. NZD(a, b, ¢) oznacava najveéi zajednicki djelitelj prirodnih brojeva a,b,c. Ako je NZD(a,b,c) =
1, tada to ne mora nuino znaditi da je NZD(a,b) = 1. Na primjer, NZD(15,10,6) = 1, ali NZD(15,6) = 3.

Definicija 3. Neka su a,b € N. Najmanji zajednicki visekratnik brojeva a i b, NZV(a,b), je najmanji
prirodan broj takav da vrijedi a | NZV(a,b) i b | NZV(a,b).

Najmanji zajednicki visekratnik brojeva a, b oznadavamo jos i [a, b] ili lem(a, b) (least common multiple u engle-
skom jeziku). Dakle, NZV(3,6) = 6 i NZV(15,10) = 30.

Teorem 7. Vrijedi

ab

Dokaz. Neka je NZD(a,b) = d i a = a1d, b = byd. Vrijedi a1d | NZV(a1d, b1d) pa postoji x € N takav da
je NZV(a1d,b1d) = ardz. Takoder vrijedi b | NZV(a,bd), tj. bid | ardz, pa slijedi by | a;z. Bududi da je
NZD(aq,b1) = 1, prema teoremu 2 (i teoremu 6) vrijedi b, | « pa x = b1k (za neki k € N). Sada je

ab

NZ = = = .
V(ald, bld) aldx aq bldk‘ NZD(CL, b) k

Bududi da trazimo najmanji broj takav da a | NZV(a,b) ib | NZV(a,b), to je k = 1 paje NZV(a,b) = Wé’ab).

Dakle, NZV(3,6) = NZ%‘& 57 = 61 NZV(15,10) = % — 30.

Primjer 1. DokaZite da vrijedi

(a) NZD(a,a+1) =1,

(b) NZD(ab+1,a) =1,

(c) NZD(a,a+2) <2,

(d) NZD(2k + 1,2k +3) =1,
(e) NZD(2k, 2k + 6) = 2 ili 6,
(f) NZD(2a +1,6a+4) =1,

(g) NZD(3a +1,4a+1) =1,

za sve a,b, k € N.



Rjesenge.

(a) Pretpostavimo suprotno, neka postoji prost broj p takav da vrijedi p | a i p | a + 1. Tada vrijedi p |
(a+1) — a =1, §to nije moguce. Kontradikcija.

(b) Pretpostavimo suprotno, neka postoji prost broj p takav da vrijedi p | ab+ 11 p | a. Tada vrijedi p | ab,
odakle p | (ab+ 1) — ab = 1, 8to nije moguce. Kontradikcija.

(c) Neka je p prost broj takav da vrijedi p | a i p | a + 2. Tada vrijedi p | (a + 2) — a = 2, §to znadi
NZD(a,a +2) < 2.

(d) Pretpostavimo suprotno, neka postoji prost broj p takav da vrijedi p | 2k + 11 p | 2k + 3. Tada vrijedi
p|(2k+3)— (2k+1) =2, $to znadi p | 2 = p = 2. Medutim, p | 2k + 1. Kontradikcija.

(e) Neka je p prost broj takav da vrijedi p | 2k i p | 2k + 6. Tada vrijedi p | (2k + 6) — 2k = 6, a bududi da
su 2k i 2k 4+ 6 parni, to je 2 | NZD(2k, 2k + 6). Ako 3 | k, tada je NZD(2k, 2k + 6) = 6, a ako 3 t k tada
imamo NZD(2k, 2k + 6) = 2.

(f) Pretpostavimo suprotno, neka postoji prost broj p takav da vrijedi p | 2a +11i p | 6a + 4. Tada vrijedi
p|3(2a+ 1) = 6a + 3, odakle p | (6a +4) — (6a + 3) = 1, $to nije moguce. Kontradikcija.

(g) Pretpostavimo suprotno, neka postoji prost broj p takav da vrijedi p | 3a+ 11 p | 4a + 1. Tada vrijedi
p|4Ba+1)=12a+4ip|3(4a+1) = 12a+ 3, odakle p | (12a + 4) — (12a + 3) = 1, §to nije moguce.
Kontradikcija.

Zadatci 1 rjeSenja

Zadatak 1.
Neka su x i z relativno prosti prirodni brojevi. Ako vrijedi (y? —2?) — (22 —y?) = ((y — z) — (2 — y))?, dokazite
da su z i z potpuni kvadrati.

Rjesenje.
Iz zadane jednadzbe dobivamo:
x2+y2+22+1’272yz72&7y:0

=27+ y2 + 2%+ 20z — 2yz — 2xy = x2
= (z—y+2)° =2z

Bududi da su x i z relativno prosti i njihov umnozak je potpun kvadrat, to iz teorema 4 dobivamo da su x i z takoder
potpuni kvadrati.

Zadatak 2.
Neka su a i b prirodni brojevi za koje vrijedi ab | a® + b?. Dokazite da je a = b.

Rjesenje.
Neka je NZD(a,b) = d. Tada je a = a1 -d i b = by -d, gdje su brojevi a; i b1 relativno prosti. Uvrstavajuéi to u uvjet
zadatka dobivamo:

ar - by - d? | ai-d*+ b7 - d? :dz(aqubf) = ay - by | al +b3 = a | b7
Bududi da su a; i b1 relativno prosti, teorem 1 povlaci a; = 1. Sli¢no dobivamo i by = 1. Sada je a = b = d, $to je i
trebalo dokazati.

Zadatak 3.

2 4 2ab+1 b? + 2ab+ 1
Neka su a i b prirodni brojevi. Dokazite da je aerzabtl bitzab+1

P prirodan broj ako i samo ako je P

prirodan broj.

Rjesenje.



®+2ab+1
Ako je % prirodan broj, tada vrijedi ab 4+ 1 | a® + 2ab + 1 odakle slijedi ab + 1 | a® + ab = a(a + b).

Primijetimo da je NZD(ab + 1,a) = 1 (primjer 1.(b)), pa zbog teorema 2 vrijedi ab+ 1 | a + b. Odavde slijedi
b +2ab + 1

b+11b b) =ab+ b2, tj. ab+1|b%>+2ab+ 1 pa j
ab+1]b(a+0b)=ab+ b, tj. ab+1]|b°+2ab+ 1 pa je b1

prirodan broj.

242 1
Ako je % prirodan broj, tada vrijedi ab + 1 | b* 4 2ab + 1 odakle slijedi ab + 1 | b*> 4 ab = b(a + b). Sada

zbog NZD(ab + 1,b) = 1 i teorema 2 slijedi ab+ 1 | a + b te analogno kao u obratu ovog smjera dobivamo da je
2
a® +2ab+1

P prirodan broj.

Zadatak 4.
Nadite sve prirodne brojeve n takve da n + 2016 | n? + 2016 i n + 2017 | n? + 2017.

Rjesenje.

Iz n+ 2016 | n* + 2016 dobivamo n + 2016 | n? + 2016 — (n 4 2016) = n(n — 1). Sli¢no, iz n + 2017 | n® + 2017 dobivamo
n+ 2017 | n® 4+ 2017 — (n 4+ 2017) = n(n — 1). Bududi da su svaka dva uzastopna broja relativno prosta (primjer 1.(a),
teorem 6), vrijedi NZD(n 4 2016, 4 2017) = 1, a buduéi da vrijedi n + 2016 | n(n — 1) i n + 2017 | n(n — 1), to zbog
teorema 4 slijedi (n + 2016)(n + 2017) | n(n — 1), $to je o¢ito mogucée samo za n = 1. (U suprotnom, bududéi da vrijedi
n(n—1) < (n+2016)(n+2017), to ne bi moglo vrijediti (n 4 2016)(n+2017) | n(n—1).) Uvr§tavanjem n = 1 u pocetne
uvjete dobivamo da je to zaista rjesSenje.

Zadatak 5.
Ako za prirodne brojeve a, b, ¢ vrijedi ¢(b? + 1) = b(a — 2¢) i NZD(a, c) = 1, dokazite da je a potpun kvadrat.

Rjesenje.

Iz uvjeta zadatka slijedi ¢ | b(a — 2¢). Kad bi postojao neki prost broj p takav da vrijedi p | ¢ip | a — 2¢, tada bi p | a,
§to je kontradikcija jer su brojevi a i ¢ relativno prosti. Dakle, brojevi ¢ i a — 2¢ su relativno prosti. Bududéi da vrijedi
¢ | b(a — 2¢), to prema teoremu 2 vrijedi ¢ | b = b = ¢+ k. Uvrstavanjem u pocetnu jednadzbu dobivamo

c((c-k)y’+1)=c-k(a—2c)= (c-k)>’ +1=Fk(a—2c) =>k|c-k*+ 1.

Bududi da vrijedi k | ¢ k2, to k | 1 odakle slijedi & = 1. Sada imamo ¢ +1 =a — 2¢, tj. a = (¢ + 1)

Zadatak 6.
Dokazite da je NZD(5a + 3b, 13a + 8b) = NZD(a, b).

Rjesenje.
Neka je NZD(a,b) = d. Tada je a = a1 -d i b = by - d, gdje su brojevi a1 i by relativno prosti. Uvrstavanjem u tvrdnju
zadatka dobivamo:

NZD(5CL1 -d+3b1-d,13a; - d + 8b; - d) = NZD(CLl -d, by - d)

Primijetimo da (prema definiciji najveéeg djelitelja) vrijedi NZD(x - z,y - z) = z - NZD(z,y) pa imamo

d- NZD(5a1 + 3b1, 13a1 + 8b1) =d- NZD(al, b1)7
tj.

NZD(5(11 + 3b1, 13a1 + Sbl) = NZD(Cll7 bl) =1,
pa treba dokazati da vrijedi NZD(5a1 + 3b1,13a1 + 8b1) = 1.
Pretpostavimo suprotno, neka postoji neki prost broj p takav da vrijedi p | 5a1 + 3b1 i p | 13a1 + 8b1. 1z p | 5a1 + 3b:
slijedi

P ‘ 8(5(11 =+ 361) = 40a; + 24b;. (1)

1z p | 13a1 + 8b1 slijedi

Sada iz 1 1 2 dobivamo p | (40a1 + 24b1) — (39a1 + 24b1) = a1. Bududi da vrijedi p | 5a1 + 3b1 i p | a1, to slijedi p | 3b1.
Buduéi da su a1 i b1 relativno prosti, to prema teoremu 2 vrijedi p | 3. Sli¢no, buduéi da vrijedi p | 13a1 + 8b1 i p | a1,
to slijedi p | 8b1, a bududéi da su a; i by relativno prosti, to prema teoremu 2 vrijedi p | 8. Imamo p [3ip|8pap=1,
§to je kontradikcija s pretpostavkom da je p zajednicki prost faktor brojeva a i b. Dakle, 5a1 + 3b1 1 13a1 + 8b1 nemaju
zajednicki prosti faktor, pa su relativno prosti, §to je i trebalo dokazati.



Zadatak 7.

2
Nadite sve parove (a,b) prirodnih brojeva takve da je % kvadrat prostog broja.
Rjesenje.
2
Zbog uvjeta zadatka je & zfi;a) = p?, gdje je p neki prost broj. Sada je:

o> b—a®=b-p*+a-p’
:>b(a2—p2) =d*+a-p?
3 2
Sp=tFrer
a? —p
Bududi da je b prirodan broj, to mora vrijediti a* — p* | a® + a - p? = a(a® + p?).
Ragzlikujemo dva slucaja:
1. slucaj: p | a.
Tada uvritavanjem a = p-k dobivamo: p*-k? —p? | pk(p* - k> +p?) = k* —1 | pk(k*+1). Vrijedi NZD(k* —1,k) =1
i NZD(k® — 1,k® + 1) = 2 (pokazite ovo za vjezbu) pa iz svega navedenog zakljuéujemo k? — 1 | 2p. Moguéi su
sljededi slucajevi:
a) k? — 1 =1, §to nema prirodnih rjesenja.
b) k* — 1 = 2, 5to nema prirodnih rjesenja.
¢) k* —1 = 2p, odakle (promatranjem ostataka pri dijeljenju s 4) slijedi da je p paran broj, a buduéi da je prost,
to slijedi p = 2. Medutim jednadzba k? — 1 = 4 nema rjedenja.
d) k¥ —1=p= (k—1)(k+1) = p, &to je jedino moguée akoje k —1=1,tjk=2=p=3=a=06 = b= 10.
2. slucaj. pta.
Sada vrijedi NZD(a,p) = 1 = NZD(a® — p*,a) = 1. Sada iz a®> — p? | a(a® + p?) slijedi da a® — p? | a® + p? pa
a® —p* | (& +p?) — (a® — p?) = 2p°. Bududi da vrijedi NZD(a,p) = 1, imamo NZD(a? — p?,p?) = 1 = a® — p* | 2.
Mogudi su sljedeéi slucajevi:
a) a®> —p?> =1= (a—p)(a+p) =1, §to nema prirodnih rjesenja.
b) a® — p? = —1, kao i prethodni slu¢aj, nema prirodnih rjeSenja.
c)a®>—p*=2=(a—p)lat+p)=2=a—p=11ia+p=2, 5to nema prirodnih rjesenja.
d) a® — p? = —2, kao i prethodni slu¢aj, nema rjesenja.

Dakle, jedino rjeSenje je a = 6, b = 10, a provjerom dobivamo da zadovoljava uvjet zadatka.

Zadatak 8. b1
Ako su a i b prirodni brojevi takvi da je % —+ ot prirodan broj, dokazite da je b potpun kvadrat.
a

Rjesenje.

b+1  a®+b°+b
a ab )

b = b1 - d, gdje su brojevi a1 i b1 relativno prosti. Uvrstavajuéi ovo u ab | a® + b*> + b dobivamo

. To znadi da mora vrijediti ab | a® +b® +b. Neka je NZD(a,b) = d. Tada je a = a1 -d i

a
Imamo 3 +

ar-by-d*|d(a} -d+b]-d+b),

odakle slijedi
ar-bi-d|aj-d+b]-d+b = bi|ai-d

Medutim, buduéi da je NZD(a1,b1) = 1, to imamo b1 | d. Uvrstimo d = by - k:
ar-b7 - klal-bi-k+0b]-k+b=bi(al k+b]-k+1)

=a1-b-klal - k+0b}-k+1
odakle slijedi k | 1, tj. k=1, 8toznatib=0b1-d=b1-b1 -k = b?, sto je potpun kvadrat.

Zadatak 9.1 1
Ako je p + T gdje su a, b, ¢ pozitivni cijeli brojevi bez zajednitkog prostog faktora (tj. NZD(a,b,c) = 1),
pokazite da je a + b kvadrat cijelog broja.



Rjesenje.
Iz pocetne jednakosti dobivamo c(a + b) = ab. Neka je NZD(a,b) = d. Tada je a = a1 -d i b= by - d, gdje su brojevi a; 1
b1 relativno prosti. UvrStavanjem u tvrdnju zadatka dobivamo

c-d(a1+b1):d2~a1vb1:>c(a1—|—b1):d-a1~b1,

odakle slijedi a1 | ¢(a1 + b1). Buduéi da je NZD(a1, a1 + b1) = 1, to prema teoremu 2 vrijedi a1 | ¢. Sli¢no dobivamo i
b1 | c. Sadaiz a1 | cib:i | ¢ te teorema 3 imamo ai - by | c. UvrStavanjem ¢ = ay - b1 - « u prethodno dobivenu jednakost
imamo

a1~b1 'l’((11+b1):d'a1 -bl

z-(a1+b1)=d=z|d. (3)
Medutim, iz uvjeta je 1 = NZD(a,b,c) = NZD(a1 - d, b1 - d,a1 - by - ), $to znadi
NZD(z,d) =1 (4)

(U suprotnom bi brojevi a, b i ¢ imali neki zajednicki prost faktor.) Iz 3, 4 i teorema 1 slijedi da je x = 1 pa je a1 + by = d,
tj. d- (a1 +b1) = d?, odakle imamo a + b = d?, §to je i trebalo dokazati.

Zadatak 10.
Nadite sve prirodne brojeve z,y tako da x +y+1 [ 2zyiz+y—1|2% +9% - 1.

Rjesenje.
Primjenom formule za razliku kvadrata imamo z +y — 1 | (z +y)?> — 1. Sada iz uvjeta zadatka slijedi z +y —1 | 2® +y* —
1—(x+y)*+1= —2xy paimamo x+y-+1| 22y iz+y—1|2wy. Lako se dobiva da vrijedi NZD(z+y+1,z+y—1) < 2.
To znaci da mora vrijediti (z +y — 1)(z +y+ 1) | 4oy, tj. (x+y—1)(z+y+ 1) < 4dzy. Nadalje,

(z+1y)? —1<4zy = (z—y)* < 1.

Dakle, ili je z = v, ili je  — y = 1. Ako je x = y imamo 2z + 1 | 222, 8to ne moze vrijediti jer je NZD(2z 4 1,27%) = 1,
pa bi moralo biti 2z + 1 | 2. Ako je x —y = £1, neka je bez smanjenja opcenitosti x —y = 1. Tada provjerom dobivamo
da su uvjeti zadatka zadovoljeni. Dakle, rjeSenja su svi prirodni brojevi z,y koji zadovoljavaju jednadzbu x —y = £1.

Zadatak 11.
Nadite sve parove prirodnih brojeva (a,b) takvih da su 2a + 1 i 2b — 1 relativno prosti i da a + b | 4ab + 1.

Rjesenje.
Bududi da vrijedi a + b | 4ab + 1, to vrijedi i

a+b|4ab+1+2(a+b) = (2a+1)(2b+ 1). (5)
Sli¢no, zbog a + b | 4ab + 1 vrijedi i
a+b|dab+1—2(a+b)=(2a—1)(2b—1). (6)

Dokazimo da su brojevi 2b + 1 i 2b — 1 relativno prosti. Pretpostavimo suprotno, neka postoji neki prost broj p takav
da vrijedi p | 2b+ 11 p| 2b — 1. Tada bi vrijedilo p | (206+1) — (20 —1) = 2. Sadap | 21ip | 20+ 1, Sto je ocigledno
kontradikcija. Dakle, vrijedi NZD(2b + 1,2b — 1) = 1. Zbog uvjeta zadatka je i NZD(2a + 1,2b — 1) = 1. To znadi da je

NZD((2b+ 1)(2a + 1),2b— 1) = 1. (7)
Sada, iz 5, 6 1 7 imamo NZD(a + b,2b — 1) = 1. Zbog teorema 2 imamo:
a+bl2a—1=a+b|2a—1—-2(a+b)=—-1—-20=a+b|20+1.

Dakle, vrijedi a +b | 2a —1ia+0b |20+ 1. Toznatidavrijedia+b<2a—1=>b<a—-1lia+b<20+1=
a — 1 < b. Dakle, mora vrijediti b = a — 1. Iz uvjeta zadatka su 2a + 1 i 2b — 1 relativno prosti, pa moraju i 2a + 1 i
2(a — 1) — 1 = 2a — 3 biti relativno prosti (lakom provjerom dobivamo da jesu). Dalje, mora vrijediti a + b | 4ab+ 1, tj.
20— 1| 4a(a —1) +1=4a*> —4a +1 = (2a — 1)?, &to je totno. Dakle, rjeSenja su svi parovi prirodnih brojeva (a,b) za
koje vrijedi b =a — 1.

Zadatak 12.
Nadite sve parove (a,b) prirodnih brojeva takvih da je NZD(a,b) + NZV(a,b) + a + 2b = ab.



Zadatak 13. ; 2 2
2 2
Odredite sve parove (a,b) cijelih brojeva tako da su ats + +3 i % + — takoder cijeli brojevi.
a a

Zadatak 14.
Odredite sve uredene trojke (m,n,p) prirodnih brojeva takvih da je n? — 5p™ =1 i p je prost broj.

Zadatak 15.
Nadite sve prirodne brojeve x i y takve da su 3z2 + 4y2 i 3y? + 422 potpuni kvadrati.

Zadatak 16. R

Neka su a, b, ¢ prirodni brojevi takvi da je NZD(a, b, ¢) = d i neka je — — 7= o Dokazite da su abed 1 d(b— a)
a c

potpuni kvadrati.

Zadatak 17.
Neka su a i b prirodni brojevi takvi da je a > b. Ako znamo da je NZD(ab + 1,a — b) = 1, dokazite da
(a —b)? + (ab+ 1)? nije potpun kvadrat.



Rjesenja ostalih zadataka

RjeSenje zadatka 12. Neka je NZD(a,b) = d. Tada je a = a1 -d i b = by - d, gdje su brojevi a7 1 by relativno
prosti. Sada je NZV(a,b) = aq - by - d. Uvrtavajuéi ovo u pocetnu jednadzbu dobivamo:

d+ay-by-d+ar-d+2by-d=ay-by-d?,
tj.
1+ay-by+a1+2by =ay-b;-d.
Sada imamo aj | 14 2by i by | 1 4+ a;. Razlikujemo dva slucaja:
1. slucaj: a; =1+ 2b;.

Imamo by | 14+142b) =242by = b1 |2 Zabyj=1=a1=3=143+34+2=3-d=d=3
(a=9,b=3). Zabj=2=a;=5=1+10+5+4=10-d=d =2 (a = 10,b = 4).

2. slucaj: 2a; < 1+ 2b;.
Sada je 2(a; —b1) < 1. Iz by | 1 + a4 je

b1<1+a1:>—1<a1—b1:>—2<2(a1—b1).

Slijedi —2 < 2(a; —b1) < 1. Buduéi da je 2(a; — by) paran broj, to je ili 2(ay —b1) = 0, ili 2(a; —b1) = —2.
Za 2(a; —b1) =0, zbog a; | 14+2b; imamo a; = by =1=d=5(a="5,b=2>5). Za 2(a; —b1) = —2 imamo
a; =by — 1. Zbog ay | 1 4+ 2a; + 2 = 2a; + 3 slijedi aq | 3:

a) akojeay=1=b =2=d=4(a=4,b=38),
b) akojea; =3=b=4=d=2 (a=06,b=28).
Dakle rjeSenja su: (a,b) € {(9,3),(10,4), (5,5), (4,8), (6,8)}.

Rjesenje zadatka 13. Imamo

20+3 26+3 2a®°+3a+2b%>+3b
—|— p—
b a ab

a? f_a?’—&—b?’

€ Z = ab | 2a* + 3a + 2b* + 3b,

b a ab

Neka je NZD(a,b) = d. Tada je a = a1 -dib = by - d, gdje su brojevi a; i b; relativno prosti. Uvrtavanjem
dobivamo:

€Z=ab|a®+b>

ay by -d* | d®*(a3 +03), ay-by|d(a}+b3).
Lako se dobiva NZD(a:f + b‘;’, ay - b1) = 1 pa zbog teorema 2 vrijedi a; b1 |d = d=ay by - x

= ay-by-d?* | d(2a3 - d+ 3ay + 207 - d + 3by)
= ay-by-d|2a3-d+3a; +2b] - d+3b
:>a1-b1-a1-b1-x|Qa%-al-bl-x+3a1+2b§~a1-b1~x+3b1
éa%bf:cma‘;’b1x+3a1+2b§’a1z+361
= a1 | 3b11b; | 3a;.
Buduéi da su a; i by relativno prosti, to vrijedi ay | 31 b; | 3. Sada razlikujemo slucajeve:
1. slucaj: ako je a; = 3, tada je by = 1 (jer je NZD(a1,b1) = 1).

Imamo
92 |54z +9+6x+3=124+60x = 3z |4+ 20z = 3z |4 —=.

x = 1,4 su rjeSenja, © = 2,3 nisu, a za x > 4 vrijedi x — 4 < 3z, $to ne moze vrijediti jer 3z | x — 4. Za
r=1ljed=a;-by-x=3,tj. a=91b=3. Zaxz=4jed=ay-by-x=12,tj. a=361b=12.

2. slucaj: a1 =11ib; = 1.
Imamo

z|204+3+2r+3=4x+6=z|6.

Zar=1ljed=1=a=b=1. Zaz=2jed=2=>a=b=2.2ax=3jed=3=a=b=3. Zaxz=6
jed=6=a=0=6.



3. slucaj: ap =11ib; =3.
Zamjenom uloga a; i by vidimo da se ovaj slu¢aj svodi na prvi (dobivamo ista rjeSenja samo sa zamijenjenim
aib).

Dakle, provjerom vidimo da su rjeSenja

(a,b) € {(9,3),(3,9),(36,12), (12, 36), (1,1),(2,2), (3,3),(6,6)}.

Rjesenje zadatka 14. 1z n* — 5p™ = 1 slijedi (n — 1)(n +1) = 5p™. Lako se dobiva da je NZD(n —1,n+1) < 2.
Razlikujemo sljedece slucajeve:

1. slucaj: p = 2.
Sada vrijedi NZD(n — 1,n+1) = 2. Vrijediili2 |n—1i2m 1 |n+1,ili2|n+1i2m 1 |n—1.
a) Ako vrijedi 2 | n —112™71 | n+ 1, primijetimo da n = 3 nije rjeSenje, pa vrijedi n — 1 = 10, za to
provjerom dobivamo da nije rjeSenje.
b) Ako vrijedi 2 | n+11i2™~1 | n— 1, bududi da n = 1 nije rjeSenje, to je n + 1 = 10, odakle dobivamo
rjeSenje n =9 im =4.
2. slucaj: p > 2.
Sada vrijedi NZD(n — 1,n + 1) = 1. Dakle, ili je p™ | n — 1, ili p™ | n+ 1.
a) Ako p™ | n—1, tada, buduéi da je n+1 > 1, mora vrijediti n — 1 = p™ i n+1 = 5, odakle dobivamo
rjeSenje n =4,p=3,m = 1.
b) Ako p™ | n+ 1, tada (buduéi da n = 2 nije rjeSenje) vrijedi n — 1 =5,n+ 1 = p™, odakle dobivamo
rjeSenje n = 6,p =7,m = 1.

Dakle, rjesenja su: (m,n,p) € {(4,9,2),(1,4,3),(1,6,7)}.
Rjesenje zadatka 15. Neka je NZD(z,y) = d, i neka je x = x1 - d i y = y; - d. Dakle, trebamo pokazati da su

d?(32% + 4y?) i d?(3y? + 42?) potpuni kvadrati, tj. da su 322 + 4y? i 3y? + 422 potpuni kvadrati. Promotrimo
ostatke koje kvadrat moze davati pri dijeljenju sa 7 (kvadratne ostatke modulo 7):

02=0 (mod 7), 42 =(-3)2=2 (mod 7),
12=1 (mod 7), 52=(-2)2=4 (mod 7),
22 =4 (mod 7), 62=(-1)*=1 (mod 7).
32=2 (mod 7),

Dakle, kvadratni ostaci modulo 7 su 0,1, 2, 4.

Neka je 377 + 4y? = a? i 3y + 42?2 = b?. Sada je 7(2? +4?) = a®> + b% = 7 | a® + b%. Zbog prethodnih
razmatranja mora vrijediti 7 | a i 7 | b. Sada vrijedi 49 | a® 1 49 | b% = 49 | a® + b%. Iz T(2? + y}) = a® + b2
dobivamo 7 | 2 + y#. Iz sliénih razloga imamo 7 | z1 i 7 | y;. Medutim, ovo nije moguée jer su x; i y; relativno
prosti. Dakle, ne postoje trazeni prirodni brojevi.

Rjesenje zadatka 16. Neka je NZD(a,b) = x, te neka je a = a1 - i b = by - . Uvrstavanjem dobivamo:
clb—a)=ab=c-x(by —ay) =2%-ay by = c(by —a1) =x-ay - by.

Buduéi da je NZD(a,b,c) = d, to je NZD(x,¢) = d. Nekajex =d-x11c=d-¢;. Vrijedi NZD(z1,¢1) = 1.
Imamo

C(bl —al) :x~a1-b1 ?Cl(bl —al) = I 'Cll'bl.
Bududi da je NZD(a; - b1,b1 — a1) = 1, to vrijedi a; - by | ¢4 = ¢1 = ay - by - s. Dakle, s(by — a1) = x1, odakle
slijedi s | 1. Medutim, buduéi da vrijedi NZD(x1,¢1) = 1, to je i NZD(x1,s) = 1, paje s = 1, tj. by — a1 = 7.
Sada je

abcd=ay-x-by-x-d-ci-d=ay -by-d> 23 -d-c;-d=a?-b}-d* -z} = (ay-by-d*-z1)?

db—a)=d-z(by —a1) =d* x1(by —ay) =d* -2 = (d-x1)*.



Rjesenje zadatka 17. Pretpostavimo suprotno. Primijetimo da vrijedi (a — b)? + (ab + 1)% = (a® + 1)(b + 1).
Ocigledno je da a® + 1 i b%> + 1 ne mogu biti kvadrati. Buduéi da je (a® + 1)(b* + 1) potpun kvadrat i niti jedan
od faktora nije potpun kvadrat, to postoji prost broj p takav da vrijedi p® | a® + 1 i p¥ | b2 4+ 1. Odavde slijedi
pmi@Y) | g2 — b2 = (a — b)(a + b). Razlikujemo dva slucaja:

1. slucaj: postoji p takav da p # 2.
Dokazimo da ne moZe vrijeditiip | a —bip | a+b. Kada bi to vrijedilo, imali bi-smo p | 2a. Buduéi
dap|a®+1,top|/a. Buduéidap # 21ip+1a,toizp| 2a slijedi p = 1, &to nije moguée. Dakle, ili
pmn@Y) | g — b, ili pm@Y) | g b, Ako p™i@Y) | g — b, tada p?™ (@) | (a — b)2. Buduéi da je zadano
NZD(a — b,ab+ 1) = 1 i p>™™@¥) | (¢ — b)?, to p |/(a — b)? + (ab + 1)2. Ovo je kontradikcija, buduci da
je (@ —b)2 + (ab+ 1)% = (a® + 1)(b*> + 1). Sli¢no se pokazuje i u slu¢aju p™*=¥) | ¢ + b.

2. slu¢aj: ne postoji nijedan drugi p (osim p = 2).
Zbog p* | a®> + 1 moraju i a i b biti neparni. Medutim, sada ne vrijedi NZD(a — b,ab + 1) = 1, pa ovaj
sluc¢aj nije moguc.
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