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Prakticna teorija

Neka su A, B, C, D cetiri kolinearne tocke. Skup medusobno kolinearnih tocaka nazivamo pravac.
Dvoomjer parova tocaka (4, B) i (C, D) je izraz

R(A,B;C,D):% : %

Neka su a, b, ¢, d ¢etiri konkurentna pravca. Skup medusobno konkurentnih pravaca nazivamo pramen.
Neka je p; neki pravac koji sijece pravce a, b, ¢ i d redom u tockama A;, By, Cq7 i D;. Sli¢no, neka je ps pravac
razli¢it od p; koji sijeCe iste pravce, u istom redoslijedu, u tockama As, By, Co i Ds.

Propozicija R(Ay, B1;C1, D1) = R(Asg, Ba; Ca, Do)
Stoga ima smisla definirati dvoomjer parova pravaca (a,b) i (¢, d) izrazom

R(a,b;c,d) = R(A1, B1;C1, Dy)

Ako je R(A, B;C, D) = —1, kazemo da tocke A, B, C'i D ¢ine harmonic¢ku €etvorku (redoslijed tocaka je bitan!).
Kazemo i da su parovi (4, B) i (C, D) harmonicki konjugati.

Neka su p; i po dva razlicita pravca i P tocka koja ne lezi ni u jednom od ta dva pravca. Perspektivitet s
obzirom na P je preslikavanje s p; u ps koje tocku A; € p; Salje u Ay € ps danu kao presjek pravaca PA; i ps.
Svako preslikavanje koje je kompozicija kona¢no mnogo perspektiviteta nazivamo projektivitet.

Teorem Svaki perspektivitet ¢uva dvoomjer parova tocaka; posljedicno i svaki projektivitet. Posebno, perspekti-
viteti (i projektiviteti) ¢uvaju harmonicku konjugiranost.

Propozicija Neka su A, B, C, Dy i Dy Cetiri kolinearne tocke. Ako je R(A, B;C,Dy) = R(A, B;C, Ds), tada
je D1 = Ds. Drugim rijecima, projektivitet s tri fiksne tocke je identiteta.

Propozicija Nekasu A, B, C'i D Cetiri razli¢ite tocke. Ako je R(A, B;C,D) = R(B, A;C, D) tada je R(A, B;C, D) =
—1.

Nadalje, kazemo da su trokuti A3 B1C; i A3B2Cy centralno perspektivni, ako su pravci A1 Ay, B1Bs i C1Co
konkurentni. Ako su pak tocke B;C1NByCo, A1C1NA>Cy 1 A1 B1N Ay Bs kolinearne, kazemo da su trokuti A1 B1C1
i A3 B>C5 osno perspektivni.

Desarguesov teorem Dva trokuta su centralno perspektivna ako i samo ako su osno perspektivna.

Pappusov teorem Neka su Ay, Ay i A3 tocke na pravcu a te By, Bs i B3 tocke na pravcu b. Oznacimo
AlBQ N AgBl = 03, A1B3 n A3B1 = CQ i A2B3 n A3B2 = Cl. Tada su Cl, CQ i 03 kolinearne.

Pascalov teorem Neka su Ay, Ao, A3, By, By i B3 koncikli¢ne tocke. Oznac¢imo A1 BoNAsB; = C3, A1 BsNAsB1 =
Cy i AsB3N A3By = Cy. Tada su Cy, Cs i C3 kolinearne.

Dana je kruznica k sa sredistem S i polumjerom r te tocka A razli¢ita od S. Neka je A’ tocka na polupravcu
OA takva da je |SA| - |[SA'| = r%. Pravac a kroz A okomit na OA zovemo polara totke A s obzirom na



kruznicu k. Tocku A zovemo pol od pravca a s obzirom na kruZnicu k.

La Hireov teorem Neka su A i B tocke te a i b njima redom pripadne polare s obzirom na kruznicu k(.S,r).
Tada je A € b ako i samo B € a.
Sada ima smisla reéi da su tocke A i B konjugirane s obzirom na kruznicu k ako jedna tocka lezi u polari druge tocke.

Brianchonov teorem Neka su Ay, Ay, A3, By, By, B3 tocke takve da je Sesterokut A;AsA3B;ByBj3 tangen-
cijalan s upisanom kruznicom k. Tada su pravci A1B;y, AsBs i A3B3 konkurentni.

Neprakticni zadaci

1.

4.

Neka je M poloviste duzine AB. Neka je P, sjeciste pravaca l., i AB. Pokazite da je (M, Py; A, B)
harmonicka cetvorka.

Dokazite (i iskaZite) tvrdnju za prosirenu euklidsku (projektivnu) ravninu iz koje se kao posebni sluéaj dobiva
poznata propozicija u euklidskoj (neprosirenoj) ravnini: ”"Dijagonale paralelograma sijeku se u zajedni¢kom
polovistu”.

Ako su zadana dva centralno perspektivna trovrha ABC i A’B’C’, je li opéenito moguée zadati tocke D i D’
tako da Cetverovrsi ABCD i A’B’C’'D’ budu i centralno i osno perspektivni? (Pritom D i D’ trebaju biti
medusobno razli¢ite te razli¢ite od Sest vrhova trovrha, kao i od njihovog centra perspektiviteta).

Dokazite Desarguesov teorem koriste¢i samo Pappusov teorem i aksiome projektivne ravnine.

Valjda prakticni zadaci

5.

10.

Dan je trokut ABC; neka su M i N tocke na BC. Dokazite da su AM i AN redom unutrasnja i vanjska
simetrala kuta ZBAC ako i samo ako je ZM AN =90 i (BCMN) je harmonijska ¢etvorka.

U cetverokutu ABCD pravei AD i BC sijeku se u F, a pravci AB i CD u F. Dokazite da su polovista duzina
AC, BD i EF kolinearna.

(Brokardov teorem) Dan je tetivni ¢etverokut ABCD i tocka O srediste njemu opisane kruznice. Neka su
E=ABNCD, F=ADNBCiG= ACnNBD. Dokazite da je O ortocentar trokuta FFG.

(Leptirov teorem) Neka je M poloviste tetive PQ kruznice k; neka su @@ proizvoljne tetive kroz M
tako da su tocke A i C s iste strane od AB; neka su X i Y sjecista tetive PQ s pravcima AD i BC, redom.
Dokazite da je M poloviste duzine XY'.

Neka je M proizvoljna tocka na dijagonali BD paralelograma ABCD. Neka AM sijece CD i BC u K i N
redom. Neka se kruznica oko M radijusa |M A| i opisana kruznica trokutu KCN sijeku u P i (). Dokazite
da su M P i M@ tangente na kruznicu opisanu trokutu KCN.

Neka su D, F, F diraliSta upisane kruznice trokuta ABC sa stranicama BC, C'A, AB redom. Neka je tocka
X unutar trokuta ABC' takva da kruznica upisana trokutu X BC dira XB, XC i BC redom u Y, Z i D.
Dokazite da je EFZY tetivan.



