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1 Sustavi ostataka

Definicija 1.1 (Potpuni sustav ostataka)

Skup Sp ¢emo nazivati potpuni sustav ostataka modulo n ako se u njemu pojavljuju svi ostaci pri dijeljenju s
n, odnosno, Sp = {0,1,2,3...,n — 1}.

Definicija 1.2 (Reducirani sustav ostataka)

Skup Sg ¢emo nazivati reduciranim sustav ostataka modulo n ako se u njemu pojavljuju svi ostaci pri dijeljenju
s n koji su relativno prosti s n, odnosno, formalije zapisano, Sg = {z | 0 < z < n,ged(z,n) = 1}.

1.1 Svojstva sustava ostataka
1. Skup {0+a,1+a,2+4a,...,(n—1)+ a} je potpuni sustav ostataka modulo n za svaki a € N.
2. Skup {0a, la,2a,...,(p — 1)a} je potpuni sustav ostataka modulo p za svaki p prost broj i a takav da p 1t a.

3. Neka je Sgr = {ag,a1,-..,ax} reducirani sustav ostataka modulo n, i neka je a neki broj relativno prost s n.
Onda je skup A = {a-ag,a-aq,...,a-a} reducirani sustav ostataka modulo n gledajuéi svaki od elemenata
skupa modulo n.

2 Mali Fermatov teorem

Teorem 2.1 (Mali fermatov teorem)

Neka je p prost broj i a € N t.d. p1a, onda vrijedi:

a? ' =1 (mod p).

Dokaz. Neka je a relativno prost s p. Promotrimo Sg i A = {a,2aq,...,(p—1)a}. Znamo da je i A reducirani sustav
ostataka nakon reduciranja ¢lanova modulo p pa znamo da je

1-2-...-p—1)=a-2a-...-(p—1a (mod p),

O

Ako p | a moZemo vidjeti da vrijedi a? = a (mod p), a to takoder vrijedi kada p { a pa zakljuCujemo da Va € N
vrijedi a? = a (mod p).
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Zadaci

. Odredite ostatak broja 5°%° sa, 7.

Pronadi sve p proste brojeve tako da p | 297 + 1.
Neka 14 | a; + ag + - - - + ago19 pokazite da onda 14 | a + af + - - - + alypo-
Za svaki prost broj p dokazite da a? = b? (mod p) = a” = b? (mod p?).

Neka je m paran broj te neka su
{al,ag, v ,am} ) {b1,b2, v ,bm}

potpuni sustavi ostataka modulo m. Dokazite da
{a1 + b1, a0 +b2,...,am+bm}

nije potpun skup ostataka modulo m.
Dokazite da za svaki prost broj postoji beskona¢no mnogo brojeva oblika 2™ —n, n € N, koji su djeljivi sa p.
Pokazite da za sve p, g proste brojeve postoje m,n € N takvi da p™ + ¢" =1 (mod pq).

Nadi sve prirodne brojeve relativno proste sa svim ¢lanovima beskona¢nog niza

ap,=2"+3"4+6" -1, n> 1.

(Wilsonov teorem) Dokazi da je za prost p,

(p—1!'=-1 (mod p).

Neka je p > 3 te neka su
{al,ag,...,am} 7 {b1,b2,...,bm}

potpuni sustavi ostataka modulo p. Dokazite da
{aib1,a2bs, ..., ambm}

nije potpun skup ostataka modulo p.
Dokazite da ne postoji prirodan broj n > 1 takav da n | 2" — 1.

Neka je p > 2 prost broj takav da 3 | p — 2. Neka je
S={y-2*-1]0<zy<p-1naz,yecZ}

Pokazi da je maksimalno p elemenata skupa S djeljivo s p.
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