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Uvod

Cilj ovog predavanja je prema zadacima sa starih opéinskih i zupanijskih natjecanja te ostalim zadacima sli¢ne tezine,
prodi veéi broj algebarskih tehnika primjenjivih na tim stupnjevima natjecanja. Kroz prvi primjer, zadatak koji je
sam po sebi prilicno tezak, detaljnije ¢emo prouciti metode faktorizacija, uvijek korisne u algebarskim zadacima na
hrvatskim natjecanjima. Potom ¢emo se baviti zadacima sa starih hrvatskih opéinskih i Zupanijskih natjecanja te
zadacima sli¢ne tezine i problematike.

Teski primjer za zagrijavanje

1. Neka su z,y € R. Pokazi da vrijedi 23 + 3zy(z + y) + y* < 1, ako i samo ako vrijedi 2° + 3zy + ¢y < 1.

Primijetimo da je prva nejednakost zapravo (x + )3 < 1, §to je ekvivalentno nejednakosti x +y < 1.

U drugoj nejednakosti pak ne primje¢ujemo odmah jednostavnu faktorizaciju. Prebacimo li sve na jednu
stranu, promatramo izraz S = x> + y3 + 32y — 1. Faktorizacija nekog od izraza 3. stupnja s 3zy ne izgleda
lijepo niti korisno. Primijetimo da jedina donekle ocCita faktorizacija je razlika ili zbroj kubova kojima baratamo
(23, y3 i 1). Necemo faktorizirati 23 + ¢ jer onda nemamo §to napraviti s jedinicom kasnije. No, kako bismo
o¢uvali simetriju, jedinicu raspolavljamo i radimo razlike kvadrata s polovicama od z2 i y3. Dolazimo do
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Ponovno nemamo neku ocitu faktorizaciju. Medutim, preostala 2 ”velika” izraza mozemo probati "spojiti” u
1. Primijetimo da u jednom imamo zagradu (z — 1), a u drugom (y — 1). Dodajmo sada i oduzmimo Sto je
potrebno kako bi obje te zagrade postale (z +y — 1). Jos jedan pokazatelj da idemo u dobrom smjeru je i to
Sto ciljamo dobiti  + y < 1 na kraju, sto je zapravo z +y — 1 < 0. Sada imamo
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Sada je jasno i da u nefaktoriziranom ostatku ”ciljamo” na faktor (z 4+ y — 1). Prigodno, imamo 2 izraza 3
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stupnja —%% i —*~ ptakva da kada im dodamo xy pomnozen s prikladnim koeficijentom dobivamo
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Primijetimo, treci ¢lan u posljednjoj sumi je vrlo slican pocetnom izrazu pa ga mozemo probati svesti upravo



na to. Dobivamo
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Odnosno, napokon smo uspjesno faktorizirali S i to kao
S:2~%(x+y—1)(x2+y2+x+y—xy—|—l) = %(az—l—y—1)(2z2+2y2+2x+2y—2xy+2)
Naposlijetku, primijetimo da se posljednja zagrada moze zapisati kao
(-9’ + @+ +@y+1)°

$to je oCito nenegativno za sve realne brojeve x,y. Dakle, S < 0 je ekvivalentno s x +y — 1 < 0, ¢emu je
ekvivalentna i prva nejednakost u zadatku pa smo pokazali ekvivalenciju dviju danih nejednakosti.

Zadaci
1. Dokazite da za svaki prirodni broj n i nenegativan realan broj a vrijedi nejednakost

n(n+1)a+2n > 4/a(V1+ V2 + ... + /n)

2. Rijesite jednadzbu
log(tan 1°) + log(tan 2°) + ... + log(tan 89°) = cos 2x

3. Rijesite jednadzbu
22 + 102 - sin(zy) +25 =0

4. Suma triju pozitivnih brojeva «, 81 v iznosi 7. Izracunajte
ctg(a) - ctg(v),
ako je poznato da ctg(a), ctg(f) i ctg(y) ¢ine artimeticki niz.

5. Dani su realni brojevi a, b i ¢ ve¢i od 1. Dokazi sljede¢u nejednakost

log,, be 4 logy, ca + log, ab > 4(log,;, ¢ + logy. a + log,., b)

6. Neka je P(x) = az? + bz + ¢, gdje su a,b,c € R uz a # 0. Odredi sva rjeSenja jednadzbe
P(x® +42—7)=0
ako je poznato da je jedno od njih jednako 1 i barem jedno rjesenje je dvostruko.

7. Dokazi da za svaki prirodni broj n veci od 2 vrijedi

1<1+ L + L + Jr1<1
2 "n n+l1l n+2 7 2n

8. Nadi sva pozitivna realna rjesenja sustava
T+y=2

ry—22=1



