Teza simulacija drZzavnog natjecanja 2020.

MLADI NADARENI MATEMATICARI MARIN GETALDIC

20. listopada 2020.

. Dokazite da se za svaki n > 5, brojevi 1,2, ..., n mogu raspodijeliti u dvije grupe
takve da je suma elemenata u jednoj grupi jednaka umnosku elemenata druge
grupe.

. Dokazite da za sve realne brojeve x,y, z vrijedi

2 _ 2 2 _ .2 2 _ .2
y'—x . 25—y n xt—z > 0.
202 +1  292+1  222+1

. Pronadi sve proste brojeve p i prirodne brojeve n koji zadovoljavaju jednadzbu
plp—1) =2(n’ - 1).

. Na kruznici je nasumi¢no postavljeno n bijelih i n crnih kuglica. Pocevsi od
proizvoljne bijele kuglice, u smjeru kazaljke na satu sve bijele kuglice su redom
oznacene brojevima 1,2,...,n. Na isti nac¢in su i sve crne kuglice oznacene
brojevima 1,2,...,n u smjeru suprotno od kazaljke na satu. Dokazi da postoji
niz od n uzastopnih kuglica koje su oznacene brojevima {1,2,...,n} u nekom
redoslijedu.

. Dan je AABC'i tocka A’ simetri¢na tocki A s obzirom na stranicu BC'. Neka su

P i @ tocke na stranicama AB i AC, redom, takve da je PA' = PC i QA' = QB.
Dokazi da okomica iz A’ na PQ prolazi srediStem opisane kruznice AABC.

PiSe se 4 sata.



1. Nazovimo skup sa pribrojnicima S, i skup sa faktorima P.

[grajmo se na slucaju n = 5, mozda bismo mogli iskoristiti ¢injenicu da je
2.4 =8=>5+31ipodjela na skupove S = {3,5} i P = {1,2,4} uistinu radi

Intuicija nam govori da skup P uopce ne treba toliko puno elemenata, pa pokusajmo
pokriti skup P sa elementima 1,a i b koje ¢emo sada otkriti. Dakle
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Sada mozemo odabrati a,b u ovisnosti o parnosti broja n. Ukoliko je n paran
odaberimo @ = § —11i b = n. A ukoliko je n neparan odaberimo a = ”T’l i
b =n — 1. Ova konstrukcija ocito zadovoljava uvjete zadatka za sve n > 5, ¢ime

smo pokazali da se svaki skup {1,2,...,n} mozZe pocepati na trazeni nacin.

2. Prije svega, uoc¢imo da uglavnom ne poznajemo niti jednu nejednakost u kojoj
nesto ima negativan predznak. Zbog toga nam je cilj rijesiti se minusa, na koji god
nacin znamo. Naravno, pojavljuje se jedan jako prirodan nacin, a to je svaki od
pribrojnika pomnozimo s dva, a nakon toga dodamo jedan. Nakon prvog koraka,
imamo nejednakost

2% — 222 222 — 297 n 202 — 222
222+ 1 22+ 1 222 +1

>2.0=0,

a nakon drugog koraka, imamo

22 +1  222+1 222 +1
Yo+ z°+ n T+ > 3.
202 +1  2y2+1  222+1

Naravno, u ovom trenutku se prirodno nameée AG nejednakost (zbog toga sto je
produkt brojnika jednak produktu nazivnika) to jest, vrijedi

2y° + 1 222+1+2x2+1> S22 +1 22241 22241
202 4+1 22 +1 222417 "\ 22241 2241 22241

3. Uocimo da s lijeve strane imamo ~ p?, a zdesne ~ n3. Zato sigurno mozemo
ocijeniti veli¢inu p u odnosu na n.

Naime, trivijalno imamo p > p — 1 pa vrijedi

(p—1°<plp-1) <p’
——

=2(n3-1)



odnosno
p—1<+2(n—1) <p.

Sada se iz ovih jednadzbi lako dobija da vrijedi p > 2n (uvjerite se sami).

Kako p dijeli lijevu stranu jednadzbe, onda mora dijeliti i desnu stranu jednadzbe,
odnosno,

p|2n®—1)=2(n—-1)n*+n+1).

Naravno, kako je p > 2n, znamo da p{2(n — 1) pa imamo p | n* +n + 1, to jest,
n? +n + 1 = kp za neki prirodni broj k. Ako to vratimo u pocetnu jednadzbu,
dobivamo

p—1=2k(n—1) = p=2k(n—1)+1 = n*+n+1=kp=2k*(n—1)+k.
Nakon manjeg sredivanja, dobivamo
(n—1)(n+2)+3=2n-1k*+k,

odnosno, kako n — 1 dijeli sve pribrojnike osim k — 3, mora dijeliti i £ — 3.
Sada ostaju dva slucaja, k =3 ilin —1 < k — 3.
Ako jen — 1 < k — 3, dobivamo k > n + 2, odnosno, kako je p > 2n,

n*+n+1=kp>2n(n+2).

Rjesavanjem ove nejednadzbe, vidimo da nema rjesenja (provjerite).

U drugom slucaju, imamo k = 3 pa vrijedi n? +n+1=3ptep=6(n—1) +1 za
sto se opet lagano provjeri da nema rjesenja (provjerite!!).

Naposljetku, kako smo zavrsili sve slucajeve, znamo da jednadzba nema rjeSenja.

. Neka b; i ¢; redom oznacavaju bijele i crne kuglice oznacene brojem i gdje je
ie{l,2,...,n}

Posmatrajmo za svaki ¢ kruzni luk L; (skup), gledajuéi u smjeru kazaljke na satu,
koji poc¢inje "neposredno poslije b;” i zavrSava "neposredno prije ¢;”.
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Ako osjetite da nemate kontrolu nad elementima zadatka, pored raznih nacina
sistematizacije (kao $to je u ovom slucaju skup L), dosta je korisno prizvati
upomo¢ princip ekstrema. To jest posmatrati odredeni skup koji je maksimalan ili
minimalan po odredenom kriteriju, jer ¢e takav skup vrlo ¢esto davati dodatna
ogranicenja koja se mogu pokazati korisnim. U ovom slucaju iz odabira minimala-
nog skupa Ly ¢e proizaci dva niza , jedan bijeli , jedan crni ¢iji su skupovi indeksa
disjunktni. Ajmo vidit zaSto je takvo nesto korisno...

Pretpostavimo da je najmanji od kruznih lukova Ly, (dakle onaj koji sadrzi najmanje
elemenata). Sve kuglice u skupu Ly moraju biti iste boje, u protivnom bi i by, 1,
i cpiq bili elementi skupa L, odnosno Li,; bi bio sadrzan u skupu L Sto bi
se se suprotstavljalo minimalnom odabiru skupa L;. Neka je boja elemenata u
odabranom luku bez smanjenja opc¢enitosti bijela.

Ukoliko sada uzmemo kruzni luk duljine n koji poc¢inje neposredno poslije kuglice
by, on ¢e sadrzati bijele kuglice poredane po rastu¢im oznakama pocevsi od b
dok ¢e crne kuglice sadrzati po padaju¢im oznakama pocevsi od c;. Dakle ukoliko
ima m bijelih kuglica u disku, to ¢e biti kuglice bgy1, ..., bkrm dok ¢e crnih biti
n —m a to su Cg, Ck_1, - - -, Ch—ntm+1 dje sve indekse gledamo modulo 2n.

Moze izgledati smjesno, kako se zadatak samo "raspao”. Ako malo razmislite
¢injenica da je najmanji Ly isklju¢ivo u jednoj boji (npr. bijeloj) ne dozvoljava da
se cr+1 pojavi poslije bi, tj. ne dozvoljava ponavljanje indeksa k + 1, bxyq1 1 i1
u ovom slucaju. Bez posmatranja ekstrema ne bismo mogli dobiti dva disjunkta
niza indeksa koji nam trebaju da bismo upotpunili skup {1,2,...,n}.

5. Slijedimo skicu.

Pokusajmo povezati skicu u neku smislenu cjelinu. Naime, sve tocke definirane u
zadataku imaju neku smislenu definiciju, no, nije ih nuzno jednostavno povezati
jedne s drugima. Naime, P i () prakticki da nemaju nikakve povezanosti s trokutom



AABC, odnosno, promatrajudi iskljucivo iz konteksta trokuta AABC' (dakle, bez
A, tocke P i Q nemaju neku karakterizaciju koja bi nam olaksala baratanje s
njima.

Zbog toga se moramo okrenuti nac¢inu na koji su te tocke konstruirane. Naime,
uvjet u zadatku nam govori da su tocke P i @) jednako udaljene od A’ i C, odnosno,
A’i B. To znadi da se nalaze na simetrali stranica A'C' i A’B trokuta AA'BC.
Sada u zadatak ima smisla uvesti tocke P; i P, kao polovista stranica A'C'i A’B
te uocavamo da je njihov presjek srediste opisane kruznice trokutu AA'BC.

Nadalje, kako je AA’BC samo preslika trokuta AABC preko pravca BC, za-
kljucujemo da su onda i srediSta opisanih kruznica tim trokutima, O i O preslike
jedna druge preko BC'.

Ono $to lagano uocavmao jest da je cetverokut A’ PO’ P, tetivan. Naime, ima dva
nasuprotna prava kuta kojima je zbroj ocito 180°. Zbog toga vrijedi

/PO'Q=/PO'P,=180 — LPLAP, = /BAC,

a zbog prethodne jednadzbe vrijedi da je cetverokut APO'Q tetivan (suma nasu-
protnih kuteva je ispruzeni).

Naposljetku, preostaje za dokazati tvrdnju zadatka, no, uocavamo sljedece. Kako
su trokuti AABC i AA'BC preslika jedan drugom preko BC, onda su kutevi
JCA'O i LOAO' jednaki. Nadalje, zbog tetivnosti imamo Z0'PQ = Z0'AQ.
Takoder, imamo da su kutevi ZPUQO i ZA'UP; vrsni pa imamo

LUPQ =/0'AC = LZOA'C =90° — LA'UP, =90° — ZPUO

Sto je upravo ono $to implicra da je A’O okomito na PQ).



