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Uvod

U ovom ¢emo predavanju proc¢i puno razli¢itih tipova zadataka iz raznih natjecateljskih podruéja. Mnoge ¢e teme
koje ¢emo danas spomenuti biti detaljnije obradene u budué¢im predavanjima: danas je cilj da se podsjetimo Sto
vise uobicCajenih strategija za rjeSavanje zadataka na natjecanjima.

1 Algebra

Faktorizacija Cesto ¢e nam biti korisno faktorizirati izraze. neki identiteti koje pritom mozemo koristiti:

o Kvadrat i kub binoma:
(x+y)? =2% + 22y + 42

(x£y)% =2® +32% + 3z £4°

o Kvadrat trinoma:
(x+y+2)2=a®+y> + 2% + 20y + 2yz + 222

o Razlika kvadrata te zbroj i razlika kubova:

=y =@ -y)(x+y)

a® £y’ = (x £ y)(2® Fay +y°)
o *Potencija binoma (sjetimo se Pascalovog trokuta):

(Cl + b)n (7;“) aibnfi
=0

K2

e identitet Sophie Germain:
a® + 4b* = (a® 4 2b* — 2ab)(a® + 20 + 2ab)

P4y 422 —3ryz = (x+y+2) (@ +y? 4 2% —wy —yz — 2x)

Svodenje nejednakosti na kvadrat Kada rjesavamo nejednakosti, ¢esto je korisno zapisati neke clanove kao
potpune kvadrate. Primjenom nejednakosti 22 > 0 ponekad mozemo u potpunosti rijesiti zadatak, ponekad je to
samo korak u rjeSenju.



Nejednakosti medu sredinama Nejednakosti medu sredinama su mozda i najvaznije nejednakosti s kojima ¢ete
se susresti. Zadaci na srednjoskolskim natjecanjima uvijek se mogu rijesiti njihovim koristenjem, dok poznavanje
nekih kompliciranijih nejednakosti moze biti korisno, ali nije i nuzno.

Neka je n prirodan broj veci od 1 te neka su x1, xs, ..., z,, pozitivni realni brojevi. Tada je njihova:

e harmonijska sredina

n
H =~ L 1
ot Tt
e geometrijska sredina
G= Yr1 -29-... Ty
e aritmeticka sredina
A 1 +To+ ...+

n

e kvadratna sredina

K_\/:C%—i—x%—i—...—i—x%
n

Nejednakosti medu sredinama odnose se na Cinjenicu da za ovako definirane sredine vrijedi
K>A>G>H
, a najcesée se koristi A > G. Jednakost se postize za £1 = T2 = ... = xy,.

Zadaci

1. Neka su z i y razli¢iti realni brojevi takvi da je 2xy + 1 # 0 i neka su

:6x2y2+xy—1 B:x(xQ—l)—y(yQ—l)

A i
2y + 1 T —y

Odredi koji je broj veéi, A ili B.
2. Dokazi da ne postoje pozitivni realni brojevi x i y za koje vrijedi

(@ +9*) (@ +y?) =20z +y) = 2.

3. Izrac¢unaj zbroj
1 1 1

+ +. 4
2V/1+1vV2  3v2+2V3 100v/99 4 99/100

4. Odredi sve trojke realnih brojeva (z,y, z) koje zadovoljavaju sustav jednadzbi

r+y—z=-1
x27y2+22:1
N ST DU, B |
5. Ako su z, y, z i w realni brojevi takvi da vrijedi
2 2 2 2 _
r+y +2t+w +r+3y+52+Tw=4

odredi najveéu moguéu vrijednost izraza x +y + z + w



2 Kombinatorika

Matematicka indukcija Matematicka indukcija je metoda dokazivanja koja funkcionira tako $to za najmanji
mogudi slucaj dokazemo da vrijedi, te dokazemo da ako tvrdnja vrijedi za neki slucaj, vrijedi i za sljedec¢i. Ovo
radimo na kona¢nim i prebrojivo beskonac¢nim skupovima.

Vizualizirati je mozemo dominama: dokazemo li da ¢e u nizu domina prva pasti te da ¢e, ako neka domina padne,
pasti i sljedeca, po principu matematicke indukcije mozemo zakljuciti da ¢e pasti sve domine.

Provodi se u 3 dijela:

e BAZA: u ovom dijelu dokazujemo da tvrdnja vrijedi za najmanji slucaj, najcesée n = 1.
e« PRETPOSTAVKA: u ovom dijelu pretpostavljamo da tvrdnja vrijedi za neki n.
¢« KORAK: u ovom dijelu koriste¢i pretpostavku dokazujemo da tvrdnja vrijedi za neki n + 1.

Bitno je napomenuti da matematicku indukciju primjenjujemo u svakakvim zadacima, ne isklju¢ivo kombinatornim.
Ideje za rjesavanje zadataka indukcijom:

o jaka indukcija - pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za sve x < n, u koraku dokazemo da onda vrijedi i za n.

e vedi korak - u bazi dokazemo da tvrdnja vrijedi za n < x, gdje je x neki fiksni prirodni broj. Dokazemo da
ako tvrdnja vrijedi za n, vrijedi za n + x.

e Cauchyjeva indukcija - dokazemo da ako tvrdnja vrijedi za n, vrijedi za 2n. Dokazemo da ako tvrdnja vrijedi
za n, vrijedi i za n — 1.

Invarijante i monovarijante U nekim se zadacima susretemo sa sustavom koji se mijenja po odredenim pra-
vilima. Cesto nas se pita mozemo li primjenom pravila do¢i do nekog stanja. U takvim je zadacima cesto korisno
potraziti invarijantu ili monovarijantu. Invarijanta je veli¢ina koja se, tijekom nekog procesa, ne mijenja, a mono-
varijanta veli¢ina ¢ija vrijednost stalno opada ili stalno raste (ili stalno ne raste ili stalno ne opada). Tada moZemo
usporediti

Neke potencijalno korisne ideje za invarijante ili monovarijante: parnost brojeva, broj parnih brojeva, djeljivost
nekim brojem, zbroj brojeva, djeljivost zbroja nekim brojem, zbroj kvadrata brojeva, opseg, povrsina, broj elemenata
na polju odredene boje (zapravo je metoda bojanja pronalaZenje invarijante)

Bojanja i poplo¢avanja Cesti su zadaci u kojima nam je zadana neka ploca i nekakav lik, a pitanje je mozemo
li poplocati plocu tim likovima. Takve zadatke najcesée rjeSavamo metodom koju zovemo bojanje.

Bojanje u ovom kontekstu znaci dijeljenje nekog skupa na vise podskupova, primjerice plo¢e na crna i bijela polja.
Ovu metodu cesto koristimo kad zelimo doé¢i do kontradikcije: prebrojavanjem elemenata po podskupovima za-
kljucujemo da ih je u nekom podskupu neodgovarajuéi broj elemenata, dakle ploca se ne moze poplocati takvim
likovima.

o ] —
L

Na ovoj slici mozete vidjeti neka potencijalno korisna bojanja.




Princip ekstrema Cesto je u zadacima korisno pogledati element koji je minimalan ili maksimalan (ekstreman)
po nekom svojstvu. NajcesSce se princip ekstrema koristi za dokazivanje metodom kontradikcije. To radimo na nacin
da pretpostavimo da je neki element maksimalan (ili minimalan) te pronademo neki drugi element koji je veéi (ili
manji) od njega.

Dirichletov princip Dirichletov princip je pravilo koje kaze da ako nk + 1 kuglicu stavimo u n kutija, tada
postoji barem jedna kutija u kojoj se nalazi barem k + 1 kuglica.

Zadaci

6. Ploca 8 x 8 na pocetku je obojena u dvije boje, crnu i bijelu, tako da su polja koja imaju zajednicku stranicu
razli¢itih boja, kao standardna sahovska plo¢a. U pojedinom potezu treba odabrati jedan redak ili stupac i
svakom od osam polja u tom retku ili stupcu promijeniti boju iz crne u bijelu ili obratno. Moze li se konacnim
nizom takvih poteza posti¢i da to¢no jedno polje na plo¢i bude crno?

7. Dana je ploca s 2016 redaka i 2017 stupaca. Je li mogucée ukloniti dva polja u zadnjeg stupcu te ploce tako da
dobiveno plo¢u mozemo prekriti bez preklapanja plo¢icama oblika kao na slici? Plocice je dozvoljeno rotirati.

| | [TTTT]

8. Od n tocaka u ravnini nikoje 3 ne Cine trokut povrsine vece od 1. Dokazite da se sve te tocke mogu prekriti
trokutom povrsine ne veée od 4.

9. Dokazite da medu bilo kojih 6 ljudi postoje 3 osobe koje se sve ili medusobno poznaju, ili ne poznaju.
Napomena: poznanstva su uzajamna.

10. Dva igraca, A i B igraju sljede¢u igru: A i B zapisuju naizmjeni¢no po jednu znamenku sve dok ne napisu
Sesteroznamenkasti broj, pri ¢emu se niti jedna znamenka ne smije ponoviti. Prva znamenka mora biti
razli¢ita od 0. Igra¢ A igra prvi, a znamenke se pisu redom slijeva nadesno. Igra¢ A pobjeduje ako je napisani
Sesteroznamenkasti broj djeljiv s 2, 3 ili 5, a u suprotnom pobjeduje igra¢ B. Dokazi da igra¢ A ima strategiju
za pobjedu, tj. moze pobijediti neovisno o igri igraca B.

11. U prostoriji se nalazi n kutija visina 1, 2, 3, ..., n koje treba nekim poretkom smjestiti uz zid. Macak Fiko moze
skociti s jedne kutije na sljedecu ako je sljedeéa kutija niZa (nije bitno koliko) od one na kojoj se nalazi ili je
za najvise 1 visa od one na kojoj se trenutno nalazi. Na koliko nacina se kutije mogu poredati tako da Fiko
moze krenuti s prve kutije u nizu i skoc¢iti redom na svaku idué¢u kutiju?

3 Geometrija

Poucéci o sliénosti i sukladnosti Ne zaboravimo na njih, ¢esto su nam korisni. Za sukladnost to su SSS, SKS,
KSK i SSK (dvije stranice i kut nasuprot vece), a za sli¢nost KK, SKS i SSS.

Poucak o simetrali kuta Simetrala unutarnjeg kuta trokuta dijeli tom kutu nasuprotnu stranicu u omjeru
preostalih stranica.

Tetivni éetverokuti Cesto je korisno uocavati tetivne éetverokute (Cetverokute kojima se moze opisati kruznica).
Sljedece tvrdnje su ekvivalentne:

o Cetverokut ABCD je tetivan

o simetrale stranica ¢etverokuta ABCD sijeku se u jednoj tocki (koja je tada srediSte njemu opisane kruznice)
e LABC+ ZADC = 180°, odnosno /BCD + Z/DAB = 180°

e LABD = /ZACD, odnosno ZADB = ZACB, odnosno /BAC = /BDC, odnosno ZCAD = Z/CBD.



Poucéak o obodnom i srediSnjem kutu Obodni kutevi nad nekim lukom kruznice su medusobno jednaki i
dvostruko manji od pripadajuceg sredisnjeg kuta.

Poucak o tetivi i tangenti Kut izmedu tangente kruznice kojoj je diraliste u krajnjoj tocki tetive jednak je
obodnom kutu nad tom tetivom.

Potencija tocke Neka je T toCka kruznice k i neka se tetive te kruznice, AB i C'D, sijeku u T'. Tada vrijedi

|TA|l-|TB| =|TC|-|TD|

. Umnosci s lijeve 1 desne strane jednakosti nazivaju se potencijom tocke 7" u odnosu na kruznicu k.

Zadaci

12. To¢ke M i N se nalaze redom na stranicama BC i C'D kvadrata ABC'D tako da je |[/BMA| = |/ NMC| = 60°.
Odredi kut ZMAN.

13. Dan je trapez ABCD. Simetrala kraka BC sijece krak AD u tocki M, a simetrala kraka AD sijece krak BC
u tocki N.

Neka su O i Os redom sredista kruznica opisanih trokutima ABN i CDM. Dokazi da pravac O10s prolazi
polovistem duzine M N.

14. Na stranici BC siljastokutnog trokuta ABC' dana je tocka D .Simetrala kuta ZCAD sijece stranicu BC' u
tocki E. KruZnica opisana trokutu ABD sijece duzinu AE toCkama A i F', a pravac BF sijee stranicu AC
tocki G. Pravac kroz tocku G paralelan s DF sijece stranicu BC' tocki H. Dokazi da je pravac GE tangenta
kruznice opisane trokutu BHG

4 Teorija brojeva

Korisne ideje u zadacima iz teorije brojeva:

faktorizacija

promatranje djeljivosti

promatranje ostataka pri dijeljenju s nekim brojem
smjestanje medu kvadrate

dijeljenje s najve¢im zajednickim djeliteljem da dobijemo relativno proste brojeve

Zadaci

15.
16.
17.

18.

19.

Odredi sve proste brojeve p za koje je 2P 4 p? takoder prost broj.
Odredi sve parove cijelih brojeva (m,n) takvih da je 4 - 3*™ + 5 = n?.
Odredi sve parove (z,y) cijelih brojeva koji zadovoljavaju jednakost

y? =2 + 322 + 2.

Dokazi da ne postoji prirodni broj k£ takav da su
k+4 1 k*+5k+2
kubovi nekih prirodnih brojeva.
Neka su a i b prirodni brojevi razli¢ite parnosti. Dokazi da broj (a+ 3b)(5a+ 7b) nije kvadrat prirodnog broja.

sredi algebarski razlomak

iskoristi formule za zbroj kubova i kvadrat binoma
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10.
11.
12.
13.
14.
15.
16.
17.
18.
19.

Izvor.
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teleskopiranje: prikazi svaki razlomak kao razliku neka 2 razlomka!

prvo iskoristi prvu jednadzbu, onda u drugoj iskoristi razliku kvadrata!
nadopunjavanje do kvadrata, A-K nejednakost

ne, pronadi invarijantu

moze$ bojati i brojevimal

promatraj trokut maksimalne povrsine!

fiksiraj jednu osobu i promatraj njena poznanstval

Nekako podijeli znamenke na 2 skupa: one koje zeli A i one koje zeli B.

Odredi rjesenje promatrajué¢i male slucajeve, pa ga dokazi matematickom indukcijom.
rjesenje je 45°

ABNM je tetivni ¢etverokut!

Dokaz ¢es provesti koristeéi poucak o tetivi i tangenti. Dokazi da je BEGA tetivan!
ostatak pri dijeljenju kvadrata sa 3

ostatak pri dijeljenju kvadrata sa 3

faktoriziraj, najveci zajednicki djelitelj

smjestanje medu kubove

djeljivost s 8

Zupanijsko 2015., 1. razred
Zupanijsko 2019., 1. razred
Zupanijsko 2017., 1. razred

Drzavno 1. razred, 2018.

Drzavno 2. razred, 2017.

Zupanijsko 1. razred, 2014.

Drzavno 2. razred, 2016.

MNM predavanje - princip ekstrema
MNM predavanje - dirichletov princip

Drzavno 1. razred, 2009.

. Zupanijsko 4. razred, 2020.
. Zupanijsko 1. razred, 2017.
. Drzavno 2. razred, 2018.
. Drzavno 4. razred, 2020.
. Zupanijsko 2. razred, 2010.
. Zupanijsko 3. razred, 2010.
. Drzavno 2. razred, 2013.
. Drzavno 3. razred, 2016.

. Drzavno 3. razred, 2017.
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