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Uvod

Cesto se na matematitkim natjecanjima postavljaju zadaci s tekstom "Dokazi da za sve varijable s nekimsvojstvom
vrijedi neka nejednakost”. Za rjesavanje takvih zadataka na zupanijskom natjecanju ili pogotovo na visoj razini, od
natjecatelja se otekuje poznavanje nekih tvrdnji kao $to su KAGH (nejednakosti izmedu sredina) i CSB nejednakost.
Prisjetimo se kako glasi KAGH te navedimo CSB.

Teorem 1 (KAGH). Neka je n € N ¢ neka su z1,2a,...2, > 0. Tada vrijedi K > A > G > H, odnosno

2 2 2
r{+x5+ ...+ r1+To+...+T n
\/1 2 n> 1 Y R T
n n 2 Tttt
Jednakost se postize ako i samo ako vrijedi 1 = xo = ... = Ty,.

Teorem 2 (CSB). Neka je n € N i neka su x1,xa, ... Tn,Y1,Y2,---Yn realni brojevi. Tada vrijedi
(@ + a3+ 2Ryl + 95+ yn) = (g + 2aye o Taya)?

Jednakost se postize ako i samo ako su nizovi x; te y; proporcionalni (u slucaju da niti jedna varijabla nije jednaka
nuli, to znaci da postoji > 0 takav da je y; = pa;, Vi € {1,2,...n}).

Dokaz. Promotrimo kvadratnu funkciju:
F8) = (@at +y1)* + (@2t +12) . (@nt +y0)® = (23 + .+ 20+ 221y + - @yn)t+ (] )

Buduéi da je nenegativna, ima najvise jednu realnu nultocku pa je njena diskriminanta manja ili jednaka od nule,
odnosno
dzyyr + o A 2yn)? =A@l 224+ y2) <0

iz ¢ega slijedi tvrdnja teorema. Slucaj jednakosti se postiZe samo ako f(t) postiZe vrijednost 0.

Napomena 1. Vrlo je korisno u nejednakostima priviknuti se na sigma notaciju koja skracuje zapisivanje dugackih
izraza. Prethodno iskazane teoreme tada mozemo zapisati na sljede¢i nacin:

ili neformalno (za sebe na papiru):
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> > 7 ;>
n — n sz,Z;

Predimo na neke primjere.



Primjer 1. Dokazi da za sve a,b,c,d € R vrijedi (a* + b2)(c® + d?) > (ac + bd)?
Rjesenje. Primijenjuju¢i CSB nejednakost dobivamo
(a® + 1) (P + d?) > (Va2 + Vh2d?)? = (ac + bd)?
Primjer 2. Dokazi da za sve realne brojeve a,b, c vrijedi 3(a® + b* + c?) > (a + b+ c)?.
Rjesenje. ZapiSemo li 3 kao 12 + 12 + 12, vidimo da moZemo primijeniti CSB nejednakost:
PP+ +15) @+ + ) >1-a+1-b+1-¢)?

Primjer 3. DokazZi da za sve realne brojeve ay,as, ..., a, koji zadovoljavaju a1 + as + ... + ap, = 1 vrijedi
a?—l—a%—i—...—i—aiz

Rjesenje. Koriste¢i dani uvjet nejednakost mozemo zapisati u pogodnom obliku za CSB nejednakost:

(I+1+.. . +D)(af+a3+...+a2)>(1-a1+1-ag+...+1-a,)?

Osim standardnog oblika u kojem primjenjujemo CSB, jos je bitna i Engel forma ili Titu’s lema, pa nju iskazujemo
sljedece.

Teorem 3 (Engel forma). Neka su x1,2,...2, € R te y1,y2,...yn > 0. Tada vrijedi:

2 2 2 2
GO B Rk
Y1 Y2 Yn Y1+y2+...+uyn

Dokaz. Nejednakost se moze zapisati kao

x| @) i 2
mtyt. ot —+ =+ 2@+t )
Y1 Y2 Yn

sto je direktna posljedica CSB nejednakosti.

Zadaci
1
b

1 1 1
1. Neka su a,b,c,d > 0 takvi da je a + b+ ¢+ d = 1. Odredi minimalnu vrijednost izraza — + - + — + v
a c
2. Dokazi da za sve z,y, z > 0 vrijedi

VEFDP2+ D)+ V@2 +DE2+ D) + V(2 D)2 +1) > 2x +y + 2)

3. Dokazi da za x1,x2,...,x, > 0 vrijedi nejednakost izmedu sljedeé¢ih sredina:

(a) kvadratne i aritmeticke.

(b) aritmeticke i harmonijske.

4. Ako za realne brojeve z,y, z vrijedi 22 + y? + 22 = 1, odredi maksimalnu vrijednost izraza = + 2y + 3z.

2 b2 2 2

5. Dokazi da za sve a, b, c,d > 0 vrijedi % + — 4+ % +—>a+b+c+d.
c a
. - - . e .G b c 3
6. (Nesbitt) Dokazi da za sve pozitivne realne brojeve a, b, ¢ > 0 vrijedi + + B
b+c a+c a+b 2
7. Dokazi da za sve a1,as,...,0n,b1,b2,...,b, € R vrijedi:

\/a?j+b§+\/a§+b§+...+\/a%+b%z\/(al+a2+...+an)2+(b1+b2+...+bn)2



10.

11.

12.

13.

Dokazi da za sve a,b,c¢ > 1 vrijedi va — 1+ vb—1++vc—1< /c(ab+1).

Dokazi da za sve a,b,c > 0 vrijedi av/b+ ¢+ by/c+a+cva+b < %\/(a+b)(b+c)(a+c).

Uputa: pokazite najprije da za sve a, b, c > 0 vrijedi:

(a+b)(b+c)(a+c) > =(a+b+c)(ab+ be + ac)

©| oo

(Srbija 2017.) Dokazi da za sve a,b,c > 0 takve da je a + b+ ¢ = 1 vrijedi:

aV2b+ 14+ bvV2c+ 14+ evV2a+1< /2 — (a2 + b2 + 2)

(Michael Rozenberg, Samin Riasat) Dokazi da za x,y, z > 0 vrijedi:

V2t oy + 12+ ViR +yz+ 2+ Vad + a2+ 22 > /222 +zy+ V22 +yz 4+ V222 + 22

b
Dokazi da za sve a,b,c > 0 vrijedi 2@1 5 + e + 201 . <1
.. L ooa? b 4(a —b)? ,
(Balkan MO 2005.) Dokazi da za sve a,b,¢ > 0 vrijedi — + — 4+ — > a+b+c+ ———— i odredi kada
b c a a+b+c

se postize jednakost.



Hintovi

1. Pomnozi nejednakost s a + b+ ¢+ d.
2. (2 + D)W +1) = (22 +1)(1 +y?).
3. Prirodan broj n mozemo zapisati kao zbroj n jedinican=14+1+...+ 1.

4. Mozemo li (z + 2y + 3z)? dobiti kao manju stranu CSB nejednakosti u kojoj koristimo izraz 2 + y2 + 22 na
veCoj strani?

Pomnozi nejednakost s a + b + ¢+ d.

Prosiri razlomke sa svojim brojnicima.

Kvadriraj nejednakost.

Uvedi supstituciju tako da radis s nenegativnim brojevima.
av/bFc=/a-abT ac.

10. av2b+1=\/a-+2ab+a.

11. Iskoristi CSB na desnoj strani nejednakosti i smisli lemu koja ¢e rijesiti ostatak zadatka.

© ® N = o

12. Algebarski manipuliraj razlomke tako da predu na drugu stranu nejednakosti.

13. Namjesti Engel formu CSB nejednakosti.



Rjesenja

1 1 1 1
1. Neka su a,b,c,d > 0 takvi da je a + b+ ¢+ d = 1. Odredi minimalnu vrijednost izraza — + 3 + -+ v
a c
Rjesenje. Vrijedi:
1+1+1+1—( +b+c+d) L1yl C§3(1+1+1+1)2—16
a b ¢ d “ ¢ a b ¢ d) — N
Jednakost se postize za (a, b, c,d) = (%, i, i, i) O

2. Dokazi da za sve x,y, z > 0 vrijedi

VEEF D@2+ )+ V2 D)2+ D)+ 2+ D) (@2 +1) > 2@ +y +2)

Rjesenje. Koriste¢i CSB nejednakost vidimo da vrijedi (22 + 1)(1 + y?) > (z + y)?, pa koristeéi tu lemu pod
svakim korijenom lijeve strane dobivamo:

V@D + D)+ V2 + D)2+ D+ + D@2+ 1) > @+ )+ W +2)+ (24 3) =24y +2)
O

3. Dokazi da za x1, 2, ...,x, > 0 vrijedi nejednakost izmedu sljedecih sredina:

(a) kvadratne i aritmeticke.

(b) aritmeticke i harmonijske.

Rjesenje. (a) Kvadriramo li nejednakost i zapiSemo li ju u pogodnom obliku dobivamo:

= n@idai4. +ad)> (v fas .. )’

\/x%+x§+...+x% Lot t . f T,
n n

Zadnja nejednakost slijedi iz CSB-a nakon sto n zapiSemo kao zbroj n jedinica.

(b) Pomnozimo li obje strane s nazivnicima da se rijesimo razlomaka dobivamo:

1+ 22+ ...+ 2, n
! 1
n 2 Tt T

11 1 )
- = ([@m+zt+.. ta,)| —F+—+...F—|>n
Zn X1 xro Tn

Zadnja nejednakost direktno slijedi iz CSB nejednakosti.

4. Ako za realne brojeve z,y, z vrijedi 22 + y? + 22 = 1, odredi maksimalnu vrijednost izraza = + 2y + 3z.

Rjesenje. Imamo da vrijedi

(x+2y+32)2 < (@ + 2+ 22)(12+22+3) =14

pa dobivamo gornju granicu v/14. Jednakost se postize za (z,y, z) = (\/%, \/%7 %) O

a> b 2 P
5. Dokazi da za sve a, b, c,d > 0 vrijedi ?—l———i—g—i—— >a+b+c+d.
c a

Rjesenje. Pomnozimo li obje strane nejednakosti s a + b + ¢ 4+ d dobivamo da je dovoljno dokazati

a? v d? 9
STttty (b+c+d+a)>(a+b+c+d)

Zadnja nejednakost direktno slijedi iz CSB nejednakosti. O



b 3
. (Nesbitt) DokaZi da za sve pozitivne realne brojeve a, b, ¢ > 0 vrijedi 5 _T_ - + s + " j_ ; > 3

1. Rjesenje. Koriste¢i CSB nejednakost vidimo da vrijedi

(b—?—c+a—?—c+a—cﬁ—b) (a(b+6)+b(a+0)+ (a+b)) (a+b+c)?

Preostaje dokazati da vrijedi:
3
(a+b+c)? > i(a(b—l—c) +bla+c) +c(a+b))

= a4+ +E>ab+betac = (a—b*+(b—-c)?+(a—c)? >0
O

2. RjeSenje. Prosirimo li razlomke na lijevoj strani s njihovim brojnicima i iskoristimo li Engel formu CSB-a
dobivamo da vrijedi
a? b2 c? (a+b+c)?
+ + >
ab+ac  ab+bc  ac+bc T 2ab+ 2bc+ 2ac

te preostaje pokazati da vrijedi

(a+b+c)? <
2ab + 2bc + 2ac —

= d®+PP+E>ab+tbetac = (a—b*+(b—c)*+(a—c)? >0

3
2

3. Rjesenje. Danu nejednakost mozemo zapisati na sljede¢i nacin:

a+b+c a+b+c a+b+c_ 9
+ > -
b+ec a+c at+b T2

Sada mozemo izluciti faktor a + b + ¢ iz svakog clana lijeve strane te nakon mnozenja s 2 dobivamo da je
nejednakost ekvivalentna s:

(b+0)+(a+e)+ (@+)) (bic+a—1i—c+a—1&—b) >9

Zadnja nejednakost je direktna posljedica CSB nejednakosti. O

. Dokazi da za sve ay,as,...,0y,,b1,ba,...,b, € R vrijedi:

\/a§+b§+\/a§+b§+...+\/a%+bgz\/(al+a2+...+an)2+(b1+b2+...+bn)2

Rjesenje. Kvadriramo li obje strane nejednakosti, dobivamo da je potrebno dokazati:

Za+2b2+2 S a2 oz ¢a+bz>za+z 3 azaﬁzmz S biby

1<i<j<n 1<i<j<n 1<i<j<n

= > @@+ > > (s +biby)

1<i<j<n 1<i<j<n

Zadnja nejednakost slijedi iz primjene CSB nejednakosti na svaki ¢lan sume. O

. Dokazi da za sve a,b,c > 1 vrijedi va— 1+ +vb—1+c—1< \/c(ab+ 1).



10.

11.

Rjesenje. Uvedimo supstitucijua =x+1,b =y + 1,c¢ = z+ 1. Vrijedi z,y, z > 0 te nejednakost postaje

Ve+ i+ Ve <VEFD(@+ Dy +1)+1)

Koriste¢i CSB nejednakost vidimo da vrijedi

CSB CSB

+DA+@E+1)1A+y) > E+D0+Vz+v)?) > (Vz+ Ve +y)°

Sto smo i htjeli pokazati. O

3
Dokazi da za sve a, b, c > 0 vrijedi av/b+c+by/c+a+cva+b < 5\/(a+b)(b+c)(a+c).

Uputa: pokazite najprije da za sve a, b, c > 0 vrijedi:
8
(a+b)(b+c)(a+c) > §(a+ b+ c)(ab+ be + ac)

Rjesenje. Da bi dokazali lemu potrebno je samo raspisati obje strane i primijeniti AG nejednakost na sve
preostale ¢lanove:

AG
a+b)(b+c)a+c 2§a+b+c ab+ bc+ ac) < a®b+ b%c + Pa+ ab® + b? + ca® > 6abe
( 9

Sada mozemo primijeniti lemu u danoj nejednakosti te ju zapisati u pogodnom obliku:

avVb+c+b/eta+cva+b< Z\/g(a+b+c)(ab+bc+ac)

— Va-Vab+ac+Vb-Vbe+ac+ e Vac+ be < \/(a—i—b—i—c)((ab—i—ac) + (bc—i—ac)—l—(ac—i—bc))
Zadnja nejednakost je direktna posljedica CSB nejednakosti. O
(Srbija 2017.) Dokazi da za sve a,b,c > 0 takve da je a + b+ ¢ = 1 vrijedi:

aVvV2b+14+b0vV/2c+14+cvV2a+1< \/2—(a2+b2+c2)

Rjesenje. Koristeéi identitet 2ab + 2bc + 2ac = (a + b+ ¢)? — (a® + b% + %) = 1 — (a® + b2 + ¢?), nejednakost
mozemo zapisati u sljede¢em obliku:

Va-vV2ab+a+Vb-V2be+ b+ e V2ac+ ¢ < V1 + 2ab + 2be + 2ac

Iskoristimo 1i sada CSB nejednakost na lijevoj strani, dobit ¢emo

Va-/2ab + a+Vb-\2be + b+ 2ac+ ¢ < /(a+ b+ ¢)(2ab + a + 2bc + b + 2ac + ¢) = V1 + 2ab + 2bc + 2ac

Sto smo i htjeli pokazati. O

(Michael Rozenberg, Samin Riasat) Dokazi da za z,y, z > 0 vrijedi:

V2 +ay+ 12 + ViR +yz+ 22+ Va2 + oz 422 > 222 + oy + /22 + yz + V222 + 22
Rjesenje. Koriste¢i CSB desnoj strani nejednakosti dobivamo
VT 204+ y+Vi- V2 +z2+Vz- Vet <V z+y+2)e+y+2y+z2+22+a)=(x+y+2)V3
pa preostaje pokazati da vrijedi

\/x2+xy+y2 +\/y2+yz+22 +\/x2+xz+z2
3 3 3

>rx+y+=z

a? + ab + b2 - a+b

Primijetimo da smo gotovi ako dokazemo pomoénu tvrdnju

za sve a,b > 0 jer ju tada

mozemo iskoristiti na svakom ¢lanu lijeve strane. Dokaz pomoéne tvrdnje ide raspisivanjem:

2 2 2 2 2 2
”a +C;b+b Za;b — ¢ +C;b+b Za +22b+b = a®* +b0*>2ab <= (a—0)*>0




12.

13.

b c

a
Dokazi d 3 b 0 vrijedi
okazl da za sve a,0,c > VrlJ612a+b+2b+c+20+a_
Rjesenje. Koristedi identitet —— L LA jednakost mo? isati k
esenje. Koristeéi identite = — — ———  danu nejednakost moZemo zapisati kao:
Jesen 2a+b 2 4dat2b ) P
1< b n c n a 1 < b n c n a
2 " 4a+2b 4b+2c  4dc+2a “2a+b 2b+c¢c 2c+a

Sada mozemo svaki razlomak desne strane prosiriti svojim brojnikom te primijeniti Engel formu CSB nejed-
nakosti:

b? n c? N a® < (a+b+c)? B
2ab+ b2 2bc+c? 2ac+a? T 2ab+ b2+ 2bc + 2 +2ac+a?
O
.. Loa? b 4(a —b)? . _
(Balkan MO 2005.) Dokazi da za sve a,b,c¢ > 0 vrijedi — + — 4+ — > a+ b+ c+ ————— i odredi kada
b c a a+b+c

se postize jednakost.

Rjesenje. Dokazat ¢emo malo strozu tvrdnju u kojoj je brojnik desne strane zamijenjen s (max(a,b,c) —
min(a, b, c))?. Bez smanjenja opéenitosti mozemo pretpostaviti (max(a, b, c) — min(a, b,c))? = (a — b)%. Ne-
jednakost se moze zapisati kao:

(a—b)2+(c—b)2+ (a—c)? > 4(a —b)?
b c a a+b+c

Kako u Engel formi CSB nejednakosti nije bitno jesu li brojevi u brojnicima koje kvadriramo na vecoj strani
pozitivni ili negativni, primjenom te nejednakosti na sva tri ¢lana ne moramo pisati apsolutnu vrijednost oko
izraza a — b,c — b,a — ¢, ve¢ ih mozemo same takve zbrojiti i to nam daje tvrdnju zadatka:

a— b)? c—b)? a—c)? a—b+c—b+a—c)? 4(a—10b)?

(=02, (=B  (a=cf _ ( )

b c a - a+b+ec T a+b+e

Da bismo odredili slucaj jednakosti, potrebno je ispitati kada se jednakost postize u svim koracima u kojima
smo koristili nejednakost (ovdje smo koristili jednu nejednakost - Engel formu CSB-a). Imamo:

Oznacimo li x = % = <, dobivamo jednadzbu treceg stupnja iz koje mozemo odrediti sve moguce vrijednosti

od x te tako naci sve slucajeve jednakosti:

1

2

—l=1-2 = (z—-1)(@*-2-1)=0

Pri nalazenju svih trojki koje zadovoljavaju jednakost treba paziti da smo imali BSO pretpostavku te treba
uzeti u obzir ciklicke zamjene varijabli (racun provedite za DZ). O



