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Uvod

U ovom predavanju svladat ¢emo tehnike za rjeSavanje sustava nelinearnih jednadzbi; naglasak ¢e biti na sustavima
u kojima se traze realna rjesenja. Potrebne osnovne tehnike mogu se podijeliti u tri glavna dijela.

Algebarski identiteti. Prvo, spomenimo neke poznate algebarske identitete koji se Cesto koriste. Uobicajeno ih
je koristiti u oba smjera (tj. ponekad ¢emo htjeti neki izraz faktorizirati, a ponekad obrnuto):

(a+ b)? =a® 4 2ab + b* (a —b)* =a® — 2ab + b*
(a+b)* =a® + 3a®b + 3ab® + b (a —b)® =a® — 3a%b + 3ab® — b*
(a+b+c)* =a® + b* + c? 4 2(ab + be + ca) a® —b* =(a —b)(a+b)
a® 4+ b® =(a+b)(a® — ab + b?) a® — b =(a — b)(a® + ab + b?)
a2n+1 + b2n+1 :(a + b)(a2n _ a2n—1b+ a2n—2b2 - = aan—l + an)

a” —b" =(a—0b)(a" ' +a" 2+ a" 30 + ... +ab" 2 o)

U ovim izrazima a, b su proizvoljni realni brojevi, a n je prirodan. Uocite da se neki izrazi mogu faktorizirati na
vise nacina, npr. vrijedi
a® — % =(a — b)(a® + a*b + a®b* + a®b® + ab® + b°)
(a® — b?)(a* + a®b® + b*)
(a® = %) (@® + %),

pri ¢emu smo redom koristili formule za razlike Sestih potencija, razliku kubova i razliku kvadrata. Primijetite da
neki rastavi izgledaju jednostavnije od drugih, te da se neki jo§ mogu rastavljati dalje na faktore.

Faktoriziranje algebarskih izraza. Na prethodni odlomak prirodno se nastavlja ovaj. U zadatcima je vrlo cesto
od koristi rastaviti neki algebarski izraz na faktore, a pogotovo ako nam na jednoj strani jednakosti ostane nula.
Naime, tada odmah znamo da je jedan od faktora jednak nuli, a ti faktori su redovito jednostavniji od cijelog
pocetnog izraza, pa je lakse s njima raditi. Pri faktorizaciji ¢esto koristimo prethodno navedene identitete, ali treba
imati na umu jo$ nekoliko stvari.

Vrlo &esto u zadatcima je potrebno faktorizirati izraz oblika x? + bx + ¢, gdje je x nepoznanica, a a, b, ¢ su zadani
realni brojevi. Za one koji se jos nisu susreli s nalazenjem rjesenja kvadratne jednadzbe, moze se primijeniti sljedeci
pristup. Ovakav izraz htjeli bismo faktorizirati, tj. napisati u obliku (x 4+ 21)(x + x2), tj. Zelimo naéi realne brojeve
1, Ty takve da vrijedi

22 +br +c= (v +x1)(x+ 22).

Izmnozimo 1i desnu stranu, dobit ¢emo
2 _ .2
2+ br+c=a°+4 (x1 + x2)T + T129.
Dakle, Zelimo da vrijedi b = 1 + 2 i ¢ = 122, tj. trazimo dva realna broja kojima je zbroj b, a umnozak c¢. Ako
su b i ¢ lijepo namjesteni cijeli brojevi (a obi¢no jesu), brojeve x1, x5 ¢emo lako naéi pogadanjem.

Primjerice, Zelimo rastaviti na faktore izraz 2 + 5x — 24. Na prvi pogled nije oéito kako ovo rastaviti na faktore.

No, sjetimo se da Zelimo naéi (po moguénosti cijele) brojeve x1,xa €iji je zbroj 5, a umnozak -24. Kako se nadamo



da su x1, x5 cijeli, provjeravamo za x; sve djelitelje od -24. Provjerom ustvrdimo da su -3 i 8 trazeni brojevi, pa
vrijedi 22 + 5z — 24 = (z — 3)(z + 8). Uotite da ovo jos znadi da su 3 i -8 rjeSenja jednadzbe x? + 52 — 24 = 0.

No, ¢esto se pojavljuju i puno kompliciraniji izrazi koje je potrebno faktorizirati. Tesko je za sve moguénosti dati
neki ”algoritam” kako to uciniti, pa ¢esto treba isprobavati razne mogucénosti. Jedan takav primjer slijedi.

Recimo da zelimo faktorizirati izraz koji sadrzi jednu nepoznanicu z, ali da se u izrazu pojavljuju kubne, Cetvrte ili
veée potencije od z, npr. x>+ 22 + 2z —4. U ovakvom slué¢aju mozemo se nadati da jednadzbu 2% + 22 +2x —4 =0
zadovoljava neki cijeli broj. Pretpostavimo da je upravo to slucaj. (Primijetimo da je u ovom primjeru sigurno
x # 0.) Tada z|z3 + 22 + 22, a kako |0, onda z|4, tj. x je djelitelj od 4. Stoga je cjelobrojna rjeSenja dovoljno
potraziti medu djeliteljima broja 4, kojih je samo 6 (ne zaboravite i negativne djelitelje). Provjerom se lako uvjerimo
da x = 1 zadovoljava jednadzbu. Slicnom logikom kao u prethodnom primjeru zaklju¢ujemo da iz izraza mozemo
izluciti faktor z — 1, pa ga izluCujemo "na silu”:

2?42 —4=0 2?4207 — 20 +dx — 4 = (x— 1) (2 + 22+ 4).

Jos nekoliko napomena za ovaj primjer. Prvo, da nismo nasli djelitelj od 4 koji zadovoljava danu jednadzbu, ne
mozemo reé¢i da ne postoji « koji ju zadovoljava, jer je ostalo puno neprovjerenih brojeva (svi realni koji nisu cijeli).
No, ono sto bismo sigurno znali je da nema cijelih brojeva koji ju zadovoljavaju, pa to znaci da ne mozemo naci
ovako lijepi rastav na faktore. Drugo, ovakav postupak moze se provesti kad god imamo zbroj potencija od jedne
varijable x, no pritom ovi zakljucci vrijede isklju¢ivo kad su koeficijenti uz potencije uz x cijeli brojevi.
No, nasrecu je to gotovo uvijek slucaj, pa vrijedi ovo zapamtiti.

Simetri¢éni i cikli¢ki sustavi. Kao sto sam naziv upucuje, radi se o posebnim sustavima koji imaju neka posebna
svojstva. Sustav jednadzbi je simetrican ako zamjenom oznaka bilo kojih dviju varijabli dobivamo identican sustav.
Konkretno na primjeru, pogledajmo sustav iz 4. zadatka: ako zamijenimo oznake za varijable x,y, sustav zapravo
ostaje isti. U slucaju 5. zadatka, tu ve¢ imamo puno vise parova varijabli koje bismo trebali formalno ispitati,
no nekako je jasno da ako zamijenimo oznake npr. za a i d da ¢emo dobiti isti sustav, jedino ée jednadzbe biti
drukéije poredane. Ako malo bolje pogledate, vidjet ¢ete da je velik dio sustava u ovom predavanju simetrican. Uz
ve¢ prethodno navedene trikove, kod simetri¢nih jednadzbi mozemo primijeniti jos jedan, a to je poredati varijable
po veli¢ini. Naime, buduéi da sve varijable imaju ”istu” ulogu u sustavu, mozemo medu njima uvesti "red” bez
smanjenja opéenitosti. Samo pritom ne smijemo zaboraviti zapisati sva rjesenja na kraju zadatka, tj. i ona koja ne
zadovoljavaju nuzno to¢no taj pretpostavljeni "red”.

Drugu vaznu klasu sustava ¢ine ciklicki sustavi. Takav je recimo sustav u 9. zadatku. Iako na prvi pogled veé
uocavamo pravilnost u sustavu, on nije simetrican; naime, zamjenom oznaka varijabli z,y dobivamo ipak nesto
drukéiji sustav. No, ako umjesto x piSemo oznaku y, umjesto y piSemo z, a umjesto z piSemo x, dobit ¢emo isti
sustav. Ciklicki sustavi su upravo takvi sustavi, u kojima zamjenom varijabli "u krug” dobijemo isti sustav. Kod njih
ne mozemo bez smanjenja opcenitosti poredati nepoznanice po veli¢ini, no mozemo odabrati najmanju ili najvecu,
sto takoder moze znatno pomodi.

Naravno, to ne znaci da se simetri¢ni i ciklicki sustavi ne mogu rijesiti drugim metodama, no simetri¢ni i ciklicki
sustavi imaju neke svoje specifi¢nosti koje nam itekako mogu pomocéi. Naime, gore opisana ideja rjesavanja je korisna
pri dokazivanju da nekih rjesenja nema, ili da sve nepoznanice moraju biti jednake. To postizemo ogranicavanjem
nekih izraza, a u tome nam jo$ dodatno mogu pomoc¢i razne nejednakosti, od kojih éemo na ovom predavanju
koristiti samo ¢injenicu da je kvadrat realnog broja vedi ili jednak od nule.

Laksi zadaci
1. Odredite vrijednost izraza x2 + y2 + 22 ako je poznato daje x +y + 2 =13, zyz =72 i % + % + % = %

2. Neka su a, b realni brojevi za koje vrijedi a® — 3ab? = 16 i 3a%b — b®> = 88. Odredite sve moguce vrijednosti
izraza a® + b2.

3. Rijesite sljedeci sustav u skupu realnih brojeva:
TYz =x +y+ =z
yt=y+z+1t
Zlr=z+1+x
tey =t+x+vy



4. Nadite sve realne brojeve z,y takve da vrijedi 22 +z =93 —yiy? +y=2% — 2.

5. Odredite sve uredene Cetvorke realnih brojeva (a, b, ¢, d) za koje vrijedi
(b+c+d)*?° = 3q
(a+c+d)*° =3b
(a+b+d)?° =3¢
(a4 b+ )20 = 34
Umjereni zadaci
6. Nadite sva realna rjesenja sustava
23— 3r=4—y
2y° — 6y =6 — z
323 -9z =8 —=x
7. Nadite sve realne brojeve x,y za koje vrijedi 28 — 48 = 22 — y? = 1.
8. Nadite sva rjesenja sustava
ala+1)+b(b+1) =12
(a+1)(b+1)=4

9. Nadite sve pozitivne realne brojeve x,y, z koji zadovoljavaju sljedeci sustav:

1 =z
— =241
Yy oz
1
1y,
yz
1
— :E + 1
zr Yy
10. Nadite sve realne brojeve x,y takve da vrijedi
1
—+2y=1
x
1
22?4+ = =3
Y

11. Odredite sve uredene trojke realnih brojeva (x,y, z) za koje vrijedi
(2 + 1)y =22+1
(> +1)z=2+1
(Z24+ Dz =9>+1
Tezi zadaci
12. Nadite sva realna rjesenja sustava
(y+1)y2z —y—a® + 2+ 2y =0
2?4+ y? =22y —3x+2=0
13. Nadite sve uredene trojke realnih brojeva (z,y, z) koje zadovoljavaju sljedeéi sustav:

2 —yz=ly—z|+1
v —zx =z —x|+1

2oy = o -y +1



14.

15.

16.

Odredite sva pozitivna realna rjesenja sustava
3 2, 1 3 2, |1 3 2, 1
o+ 2"+ — =y +22+ —=2"+22"+—=1
4z 4z 4y
Nadite sve realne brojeve C' takve da postoje medusobno razli¢iti realni brojevi x,y, z za koje je ispunjeno

z x oz x
e+l iy I 22 Yo
z Yy z y o
Pretpostavimo da realni brojevi z, y, z zadovoljavaju
z x
x+y:y+f:z+f:2

z x Y

Pokazite da izraz x + y + z moze poprimiti isklju¢ivo vrijednosti 3 i 7.

Napomena: ne morate pokazivati da takvi brojevi x,y, z zaista postoje.



Rjesenja

1.
2.

10.

Rjesenje pod #2

Nakon $to kvadriramo obje jednadzbe, zbrojimo ih i sredimo dobijemo da vrijedi a®43a*b?+3a2b* +b5 = 8000.
Sada uo¢imo da je lijeva strana jednaka (a? + b%)3, iz ¢ega slijedi da je a? + b? = 20.

. Oduzimanjem prve i druge jednadzbe te faktorizacijom dobivenog dobijemo da je (yz — 1)(z — t) = 0. Sada
imamo 2 slucaja:
1. slucaj: yz — 1 = 0. Uvrstavanjem toga u prvu jednadzbu dobivamo z =z +y + 2, tj. z=—y. lzyz =1
sada slijedi y2 = —1, pa ovaj sluéaj nije mogué.

2. sludaj: yz — 1 # 0, tj. « = t. Sada oduzimanjem druge i trece jednadzbe dobijemo (zt — 1)(y — z) = 0,
te zbog simetrije danog sustava na isti nac¢in zaklju¢imo da je zt — 1 # 0. Dakle, mora biti y = x. Analogno
¢emo oduzimanjem trece i cetvrte jednadzbe dobiti z = y. Stoga je v = y = z = ¢. Uvrstavanjem toga u prvu
jednadzbu dobijemo % = 3z, tj. 0 = 2® — 3z = 2(2% — 3) = x(z — v/3)(z + v/3). Sada zaklju¢ujemo da su sva
realna rjesenja sustava dana s (z,y, z,t) = (0,0,0,0), (v/3,v3,v3,V3), (=3, =3, —V/3, —V/3).

. Rjesenje pod #2
. Rjesenje pod #6
. Rjesenje pod #2

. Uoc¢imo da vrijedi

o =y = (@) = (y")? = (@ —y") (@ +y") = (@ - )@+ )+ ) = @) YY), (1)
pri éemu smo dvaput iskoristili formulu za razliku kvadrata i ¢injenicu da je 22 — y? = 1. Kvadriranjem
potonjeg dobivamo

1= (2 —y?)? =2 — 2222 + 9% (2
Uvedimo radi preglednosti oznaku a = 22 + 32. Kvadriranjem toga dobivamo

a® =z +22%% + 4t (3)

Zbrojimo (2) i (3) te dobivenu jednakost podijelimo s 2; dobivamo z* 4+ y* = % (a? + 1). Uvrstimo li to u (1),
dobije se

1
L=2% =y = (@ +y") " +y") =a- 5@ +1),

iz ¢ega slijedi a® +a—2 = 0. Lako se utvrdi da je @ = 1 jedno rjesenje ove jednadzbe, pa to znadi da na lijevoj
strani moZemo izluéiti faktor a — 1. Stoga se lijeva strana faktorizira kao a®> +a —2 = (a — 1)(a®> + a +2) =
(a—1D)((a+ %)2 + g).Kako taj izraz mora biti jednak 0, a druga zagrada je uvijek pozitivna, slijedi da je a = 1,
tj. 22 4+ y? = 1. Zbrojimo li to s 22 — y? = 1 dobivamo da je 22 = 1, pa je x = 1 ili z = —1. U oba ta slucaja
je y = 0, pa sustav ima 2 rjeSenja: (z,y) = (1,0), (—1,0).

. Izvor. Sva rjeSenja su (a,b) = (3,0), (0, 3), (-3, —3).
. Rjesenje pod #2

Prvo se rjeSavamo nazivnika (pri ¢emu pamtimo da je z,y # 0.) Time dobivamo sustav
1+2zy=x (1)
202y +1=3y (2)

Sada se trudimo ponistiti neke ¢lanove na lijevim stranama tih jednadzbi. Prva moguénost je da ih samo
oduzmemo, npr. prvu od druge. Nakon sto faktoriziramo lijevu stranu dobijemo

2ey(x — 1) =3y —z (3)

Druga moguénost je da jednadzbu (1) pomnozimo s z te od nje oduzmemo (2). Ovime smo u (2) ponistili
¢lan 2z2y. Toénije, dobijemo
r—1=x*-3y (4)


https://artofproblemsolving.com/community/c6t281f6h1908062_x2y2z2_if_xyz13_xyz_72_1x1y1z34
https://artofproblemsolving.com/community/c6t281f6h1999204_system_x2__x__y3__y__y2__y__x3__x
https://artofproblemsolving.com/community/c6t281f6h378543_symmetric_simultaneous_equations_of_degree_2010
https://artofproblemsolving.com/community/c4h1890517p12898772
https://math.stackexchange.com/questions/3902088/solving-aa-1-bb-1-12-a-1b1-4-is-there-any-trick
https://artofproblemsolving.com/community/c6t281f6h1715536_positive_real_system_frac1xyfracxz_1frac1yz__fracyx__1

11.

12.
13.
14.
15.
16.

Sada uotimo da zbrajanjem (3) i (4) opet vrsimo jedno ponistavanje; sada na desnoj strani. Usto, prebaciva-
njem svega na jednu stranu cijelu jednadzbu lako dovedemo do sljedeteg oblika:

2zy+1—2z)(z—1)=0
Imamo 2 slucaja:
1. slu¢aj: x = 1. Uvrstavanjem u prvu jednadzbu pocetnog sustava dobivamo y = 0, Sto ne moze biti rjesenje.
1
x
Prva jednadzba je automatski zadovoljena, dok se iz druge rjeSavamo nazivnika te naposljetku dobijemo
223 — 222 — x + 3 = 0. Kandidati za cjelobrojna rjeSenja ove jednadzbe su +1, 43, te provjerom dobijemo

2. slucaj: x #1 = 2zy+ 1 — 2z = 0. Iz ovoga izrazimo y = %(1 — =), te to uvrstimo natrag u pocetni sustav.

da je z = —1 jedno rjeSenje. Sada znamo faktorizirati lijevu stranu; dobijemo da je 223 — 222 — 2 + 3 =
(x+1)(22% — 42+ 3) = (z+ 1)(2(z — 1)® + 1). Desna zagrada je uvijek pozitivna, pa mora biti z + 1 = 0, tj.
x = —1. Uvrstavanjem u pocetni sustav slijedi y = 1, i to je jedino rjesenje sustava.

Zupanijsko natjecanje 2019., zadatak A-4.4.
Rjesenje pod #3

Rjesenje pod #3. Radi jasnoce vidi i #4
Drzavno natjecanje 2016., zadatak A-2.4.
Rjesenje pod #2

Rjesenje pod #4


http://www.matematika.hr/files/5415/5138/2927/zupanijsko_rje.pdf
https://artofproblemsolving.com/community/c6t281f6h2292815_system_of_equations
https://artofproblemsolving.com/community/c6t281f6h1851820_system_of_equations
http://www.matematika.hr/files/7714/5986/1307/drzavno_rjeA.pdf
https://artofproblemsolving.com/community/c6t281f6h1861604_prove_c__1
https://artofproblemsolving.com/community/c6t281f6h1859982_a_cyclic_system_of_equations_with_two_possible_outcomes

