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. Neka je F konacan skup ¢iji elementi su podskupovi od N. Pretpostavimo da je N € F, da za svaki S € F
vrijedi N\ S € F, te da je unija svaka dva skupa iz F takoder u F. Odredi sve moguée vrijednosti koje moze
poprimiti broj elemenata od F.

. Neka je n > 2 prirodan broj. U nekoj zemlji zivi M ljudi, i svatko od njih ima svoj OIB. OIB je uredena
Cetvorka brojeva iz skupa {1,...,n}. Nikoja dva Covjeka nemaju isti OIB. Takoder, vrijedi da ne postoji

skup od n ljudi ¢iji OIB-ovi su isti na neke tri koordinate. Na primjer, za n = 3, ne koegzistiraju OIB-ovi
(1,2,3,1),(1,2,3,2),(1,2,3,3) jer su isti na prve tri koordinate. Odredi najveéu mogucu vrijednost od M.

. Neka su k, 7 i p prirodni brojevi takvi da je k < r < p, te je p prost. Na matematickom natjecanju bilo je r
zadataka i svaki zadatak nosi maksimalno p — 1 bodova. Koliko je najvise moglo biti natjecatelja, ako nikoja
dva natjecatelja nemaju isti broj bodova na nekih k zadataka?

. Neka su m,n i k prirodni brojevi veéi od 1, te neka su S, ...,S,, razlicite uredene n-torke nula i jedinica.
Pretpostavimo da za svaki i postoji j takav da S; na nekoj koordinati ima jedinicu, a S; nulu. Nadalje,
pretpostavimo da za svaki ¢ # j, S; i S; oba imaju jedinicu na to¢no k koordinata. Neka su a1, ..., an, cijeli

brojevi takvi da je
a151+ ...+ amSm = (O,...,O).

Dokazi da je a; = ... = a,, = 0.
. Neka su n it prirodni brojevi. U nogometnoj ligi, svaka momcad ima najvise ¢ razlic¢itih dresova. Svaki dres
je obojan u to¢no jednu boju od n dostupnih, i za svaku od n boja postoji momcad koja ima dres te boje.

Skup momcadi S je bojoidentificarujuéi ako svakoj momcadi iz S mozemo pridruziti jedan njen dres, tako da
ni jednoj momcadi iz S nije pridruzen dres koji je jedan od dresova neke druge momcadi iz S.

Odredi najveéi prirodan broj g(n,t) takav da uvijek postoji bojoidentificirajué¢i skup veli¢ine g(n,t).
. Dan je prirodan broj M > 3. Kazemo da je pravilni mnogokut sjajno obojan ako su mu sve stranice i
dijagonale obojane u totno M boja tako da ne postoje tri vrha tog mnogokuta koji odreduju trokut ¢ije su

stranice obojane u to¢no 2 boje.
Neka je N najveti moguéi broj vrhova sjajno obojanog mnogokuta.

(a) Dokazi da je N < (M —1)2.
(b) Dokazi da postoji sjajno obojan mnogokut s (M — 1)? vrhova ako je M — 1 prost.

(c) Dokazi da postoji sjajno obojan mnogokut s (M — 1)? vrhova ako je M — 1 potencija prostog broja.
. Neka su n i k prirodni brojevi takvi da je n > k, i neka je F skup kona¢nih skupova sa sljede¢im svojstvima:

(a) F sadrzi barem (}) + 1 razlicitih skupova s toéno k elemenata;

(b) za bilo koja dva skupa A, B € F, njihova unija AU B je takoder element skupa F.

Dokazi da F sadrzi barem 3 skupa s barem n elemenata.



Rjesenja

1.

Na N definirajmo relaciju ekvivalencije z ~ y koja znaci 'ne postoji skup u F' koji sadrzi = a ne sadrzi y’.

Neka je C skup klasa ekvivalencije. Tada svakom skupu X iz F moZemo pridruziti X', skup svih klasa
koje sijece, sto je podskup od C.

Lako se vidi da X # Y povladi X’ # Y’, te da skup P = {X' | X € F} takoder zadovoljava svojstva
koja je zadovoljavao F', te ima jednako mnogo elemenata. Takoder, za svaka dva razli¢ita elementa c,d € C
postoji X’ koji sadrzi ¢ a ne sadrzi d.

Dokazimo da je P zapravo skup svih podskupova od C. Za to je dovoljno vidjeti da su svi {c} ¢lanovi
P, gdje je ¢ klasa. Promotrimo uniju svih elemenata P koji ne sadrze c¢. Tada sadrzi sve klase osim ¢, pa je
komplement tog skupa upravo {c}, iz ¢ega slijedi tvrdnja.

Kako je broj podskupova od C potencija broja 2, tvrdnja slijedi.
Baltic Way 2020, P8

Promotrimo zadatke 1,2,..., r. Ukupan broj moguéih rezultata na njima je p”, a svaka dva natjecatelja imaju
razli¢it rezultat na njima, pa ne moze biti viSe od p" natjecatelja. Promotrimo sljedeé¢ih p” k-torki cijelih
brojeva modulo p (svaki od prvih r koeficijenata mozemo izabrati na p nacina) :

gdje su P svi moguéi polinomi stupnja manjeg od r modulo p.

Tada se nikoje dvije k-torke ne poklapaju u r koordinata, jer bi onda nenul polinom stupnja manjeg od
r imao r nultocaka, Sto je nemoguce.

Neka je z; broj jedinica od S;. Tada je x; > k jer u suprotnom bi S; imao tocno k jedinica, pa bi svi ostali
S; imali jedinice na tim istim mjestima, sto je kontradikcija s uvjetom.

Pomnozimo izraz

a151+...—|—amSm:(0,...,0)

redom sa S; za svaki ¢. Dobijemo
(al +...+am)k—|—ai(mi —k) =0.

Kako je z; > k, znamo da su svi a; istog predznaka, ali onda su oc¢ito svi jednaki 0.

Napomena: iz ovog zadatka slijedi da mora vrijediti m < n, jer svaki skup od n + 1 ili vise n-torki ima
netrivijalnu linearnu kombinaciju koja daje nul n-torku.

Promotrimo skup S najmanje kardinalnosti koji sadrzi sve boje. Primijetimo |S| > n/t. Tada za svaki element
tog skupa postoji boja koja nije sadrzana ni u jednom drugom skupu, pa je g(n,t) > n/t.

S druge strane, mozemo uzeti bilo koji skup od [n/t] momcadi takav da nikoje dvije momcadi nemaju isti
dres i da su sve boje zastupljene. Dakle, odgovor je [n/t].

Za a) dio, dovoljno je primijetiti da ako pretpostavimo suprotno, onda iz nekog fiksnog vrha ide barem M —1
bridova iste boje, pa zbog uvjeta imamo jednobojnu kliku veli¢cine M. Medutim, ako gledamo fiksan vrh koji
nije medu tih M, on mora ili pripadati kliki (a to ne mogu svi vrhovi jer bismo onda koristili samo jednu
boju) ili mora sa svakim vrhom iz klike biti spojen razli¢itom bojom, i te boje ne smiju biti boje te klike, ali
po Dirichletovom principu to nije moguée (M vrhova u kliki, M — 1 preostalih boja).

Za b) dio, promotrimo polje F,, gdje je p = M — 1 prost broj, te vrhove mnogokuta ozna¢imo parovima
(z,y) iz F2, te boje ozna¢imo sa (a : b), gdje su a i b iz Fy, a (a : b) smatramo istim kao i (c : d) kad god je
ad = bc. Lako se moze vidjeti da je broj boja to¢no p + 1. Naime, to su boje (z : 1) za = € F,, te (1:0).


https://artofproblemsolving.com/community/c6h2342212p18895587

Sada, obojimo brid koji povezuje (a,b) sa (¢,d) bojom (a — ¢ : b — d). Lako se kratkim ra¢unom provjeri
da je svaka boja koristena i da je svaki trokut s dvije istobojne stranice zapravo trokut s tri istobojne stranice,
¢ime je tvrdnja dokazana.

Za c) dio, primijetimo da je jedina ¢injenica koju smo koristili bila ta da postoji polje s M — 1 elemenata,
a kako postoji polje s p™ elemenata za svaki p prost i n prirodan, slijedi tvrdnja. Ako nekog zanima vise o
kona¢nim poljima, moze pogledati ovdje: .

7. IMC 2016, P4
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