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Uvod

Danasnje predavanje je namijenjeno vjezbanju zadataka koji se rjeSavaju koristeéi svojstva prostih brojeva.
Prisjetimo se nekih osnovnih teorema i definicija.

Neka suaib e N. Tada je mjera od a i b najveéi zajednicki djelitelj od a i b. Oznacava se kao M (a,b) ili ged(a, b).
Vrijedi
M(a,1) =1, M(a,a) = a, M(a,0) =a, M(a,b) = M(b,a).
Brojeve a i b nazivamo relativno prostima ako ged(a, b) = 1.
Prirodan broj nazivamo prostim ako ima to¢no dva djelitelja: samog sebe i 1. 1 nije prost broj!

Euklidova lema: ako je p prost, plab = pla ili p|b.

Osnovni teorem aritmetike: svaki prirodni broj veéi od 1 moze se prikazati kao umnozak potencija prostih
brojeva i to jedinstveno do na poredak faktora, tj. n = p{'p32..p% gdje su p1, ..., pr medusobno razli¢iti prosti
brojevi.

Eulerova ¢ funkcija: funkcija N — N gdje ¢(n) predstavlja broj brojeva manjih od n koji su relativno prosti s n.
Korisno svojstvo ove funkcije je da za m i n relativno proste vrijedi ¢(mn) = ¢(m)¢(n). Za proste brojeve vrijedi
¢(p) = p — 1. Eksplicitna formula za broj n = plflp§2...p’ﬁr je

1 1 1
6(m) =n(l = —)(1= —).(1= ).

Eulerov teorem: za a i m relativno proste vrijedi

a®™ =1 (mod m).

Mali Fermatov teorem: ako je p prost broj tada za svaki a vrijedi
a’ =a (mod p).

Specijalno, ako je ged(a,p) = 1 vrijedi
a* ' =1 (mod p).

Wilsonov teorem: ako je p prost broj tada je (p — 1)! = —1 (mod p).

Bertrandov postulat: za svaki n > 1 postoji prost broj p takav da je n < p < 2n.

Laksi zadaci

1. Ako je zbroj kvadrata tri prosta broja isto prost, dokazi da je barem jedan od brojeva jednak 3.

2. Odredi sve prirodne brojeve n za koje su medu brojevima n, 4" 4+ 1 i n? + 2 barem dva prosta broja.

w

. Dokazi da za cijele brojeve x,y i prosti broj p vrijedi (z + y)? = 2P + y? (mod p).

N

. Neka je p prost broj. Odredi sve parove cijelih brojeva (a,b) za koje vrijedi p(a —2) = a(b—1).



Umjereni zadaci

5. Neka su p i q razli¢iti neparni prosti brojevi. Dokazi da broj (pg + 1)* — 1 ima barem &etiri razli¢ita prosta
djelitelja.

6. Dani su prosti broj p i prirodni broj n > p — 1. Ako je broj np + 1 kvadrat nekog prirodnog broja, dokazi da
je n + 1 zbroj kvadrata nekih p, ne nuzno razlicitih, prirodnih brojeva.

7. a) Nadi sve proste brojeve p takve da p | 2P — 1.
b) Koliko ima prirodnih brojeva m < 1000 za koje postoji prirodan n < 1000 takav da m | 2™ — 1?

8. Nadi sve proste brojeve p, q za koje je p?? + ¢°? isto prost.
9. Nadi sve proste brojeve p i ¢ takve da je p?~! + ¢P~! kvadrat prirodnog broja.

Tezi zadaci

10. Neka je n € N takav da je

Odredi n (mod 13).
11. Dva prosta broja p,q (p > ¢) zadovoljavaju p? + 9¢° = k? gdje je k prirodan broj. Odredi p + q.
12. a) Dokazi da broj oblika n? + 1 nema prost faktor oblika 4k + 3, k € Nj.

b) Dokazi da broj 4mn — m — n nije potpun kvadrat ni za koje m,n € N.
13. Neka su p i g prosti brojevi takvi da je p = 2¢ + 1. Dokazi da je broj (¢q!)? + (—1)4 djeljiv s p.

14. Nadi sve prirodne brojeve m,n takve da je n! = m?.



Hintovi

1. Kvadrati modulo 3.

2. Modulo 2, 3, 5.

3. Binomna ekspanzija - sto vrijedi za (i) zak=1,2..p—17
4. a|pla—2) =7

5. Razlika kvadrata/faktorizacija. Svojstva M (a,b).

6. Faktorizacija, rastavljanje na slucajeve.

7. a) Mali Fermatov teorem. b) Eulerov teorem.

8. Parnost i Mali Fermatov teorem.

9. Rastavljanje na slucajeve po parnosti.

10. Wilsonov teorem.

11. Faktorizacija, rastavljanje na slucajeve.

12. a) Mali Fermatov teorem. b) Pokusaj svesti na a) dio.
13. Wilsonov teorem.

14. Bertrandov postulat.
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Zupanijsko 2009. SS A - 2. razred, 4. zadatak
Op¢insko 2021. SS A - 1. razred, 7. zadatak

P p—1
Po binomnom poucku je (z+y)? = Y. (})a?Fy* = aP+ > (P)aPFyr+yP. Zak =1,2,...,p—-1, (}) = (pf’i]i)!kl
k=1

je djeljivo s p: (p— k) ik su manjigd p pani (p—k)! ni k! nije djeljivo s p, a kako je p! djeljivo s p, slijedi
da je (p—pikz)!k! djeljivo s p. Sada vrijedi da je

k

p
(w+y)”=z(p>xp"“y’“Exp+0+0+...+o+ypzxp+yl’ (mod p),
k=0

Sto je i trebalo dokazati.

. Zupanijsko 2017. SS A - 2. razred, 1. zadatak
. Op¢insko 2010. SS A - 1. razred, 8. zadatak
. Drzavno 2018. SS A - 1. razred, 3. zadatak

. a) Oc¢ito p = 2 nije rjesenje pa neka je p > 2. Uvjet zadatka mozemo napisati kao 2P = 1 (mod p). Ali iz

malog Fermatovog teorema slijedi 2P = 2 (mod p), kontradikcija. Ne postoji takav prost broj.

b) Ocito je da za svaki n je 2" — 1 neparno pa m ne moze biti paran. Neka je m onda neparan broj, dakle
ged(m, 2) = 1. Uodimo da je uvjet zadatka pronalaZenje broja n takvog da 2™ = 1 (mod m). Prisjetimo li
se Eulerovog teorema, vidimo da za n = ¢(m) vrijedi uvjet zadatka, a kako je ¢(m) < m onda je sigurno
uvijek n < 1000. Znaci da za svaki neparni broj manji ili jednak 1000 postoji takav broj n, a neparnih brojeva
manjih ili jednakih 1000 ima 500.

. Neka je p?? + ¢?? = r gdje je r prost broj. Uvritavanjem vidimo da p = ¢ = 2 nije rjeSenje i da je r > 4.

Pretpostavimo da su i p i ¢ neparni: tada je p?? + ¢?P parno, odnosno r je paran, prost broj veéi od 4 -
kontradikcija. Znaci da je ili p ili ¢ paran, ali s obzirom da su oba broja prosta i znamo da p = ¢ = 2 nije
rjesenje, tocno jedan od ta dva broja je jednak 2. Bez smanjenja opéenitosti, neka je p = 2. Pocetna jednadzba
onda postaje

229 gt =r =494 ¢t =7

Nadalje, promotrimo ovaj izraz modulo 5. Kako je 4 = —1 (mod 5), 47 daje ostatak 1 ili —1 pri dijeljenju s
5, ovisno o parnosti broja q. Kako smo zakljucili da je ¢ neparan, znaci da 49 daje ostatak —1 pri dijeljenju s
5. S druge strane, ¢* daje ostatak 1 ili 0 pri dijeljenju s 5 zbog Malog Fermatovog teorema. Sada razlikujemo
dva slucaja:

1. slucaj: ¢* je dijeljiv s 5. Kako je q prost broj, a ¢* je djeljivo s 5 ako i samo ako je g dijeljiv s 5, jedina
moguénost je ¢ = 5. Preostaje provijeriti je li 4° + 5* = 1649 prost broj. Kako je 1649 = 17 - 97, ovaj slucaj
nema rjesenja.

2. slucaj: ¢* daje ostatak 1 pri dijeljenju s 5. Kako 49 daje ostatak —1 pri dijeljenjus 5,49 +¢* = -14+1=0
(mod 5), odnosno r je dijeljiv s 5. S obzirom da je r prost broj, r = 5 je jedina mogu¢nost. Medutim,
jednadzba 49 + ¢* = 5 nema rjeSenje u prostim brojevima jer ¢ = 1 nije prost broj.

Zakljuéujemo da ne postoje prosti brojevi p, g, takvi da je p?? 4+ ¢ = r.

. Drzavno 2018. SS A - 2. razred, 4. zadatak

ARML 2002.

Rjesenje na skoljci.

Iznad 6. zadatka i 6. zadatak
Art of Problem Solving

Rjesenje je poopcenje ovog zadatka.
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