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Uvod

Diofantske jednadzbe su jednadzbe koje rjeSavamo u skupu prirodnih ili cijelih brojeva. Obi¢no se sastoje od
poznatih potencija nepoznanica npr. 22, y>, z,y € Z, nepoznatih potencija poznatih brojeva npr. 3%,10°, a,b € N
ili/i nepoznatih potencija x%, x,a € N. Ne postoji univerzalni nac¢in kako rjesiti svaku diofantsku jednadzbu koja
se moze pojaviti na natjecanju, no postoje brojne tvrdnje i ideje koje mozemo koristiti pri rjeSavanju.

Korisne tvrdnje i ideje

1 Djeljivost

Po definiciji, a,b € Z,a # 0 a dijeli b i piSemo alb, ako i samo ako postoji cijeli broj k takav da vrijedi b = k - a.
Ponekad je u zadatku potrebno uvesti koliénik kada znamo da neki broj dijeli neki drugi.
Ako za a, b, ¢ € Z a|b i a|c Onda vrijedi

« al(b+o)
« al(b—c)
« VEkEZ, alb-k

Teorem o djeljenju s ostatkom: Ako je a € Z i b € N postoje jedinstveni g, € F takvi da vrijedi a = ¢-b+r i
0<r<hb.

2 Najvedi zajednicki djelitelj

Za a,b € Z definiramo najveéi zajednicki djelitelj M (a,b) ili ged(a,b) kao:
« M(0,0)=0
e M(a,b) je najveéi prirodni broj koji dijeliiaib za a # 0ili b # 0.

Vrijedi Euklidov algoritam: M (a,b) = M(a,a — b) te se moze prosiriti koristeéi teorem o djeljenju s ostatkom u
M(a,b) = M(b,r), gdjejea=0b-q+r.

Ako za a,b,c € Z vrijedi a|b-ci M(a,c) =1 onda vrijedi a|b.

Ako za b, c,p € Z gdje je p prost, vrijedi p |bc onda vrijedi p |bili p|e.

Ako za a,b,x € Z, M(a,b) = 1in € N vrijedi a-b = 2™ onda vrijedi da postoje k,t € NU {0} takvi da je a = z¥,
b=atik+t=n.

Ponekad je korisno promotriti najveéi zajednicki djelitelj od nepoznanica iz zadatka i zapisati nepoznanice pomocu
njih. Npr. z,y € Z, kazemo da je M(z,y) =d, d € NU {0} i onda vrijedi x =d-a iy =d-bzaneke a,b € Z, te
znamo da je M (a,b) = 1 $to moze biti dosta korisno u daljnjem rjeSavanju zadatka.



3 Kongruencije
Kongruencije su ostatci pri djeljenju nekog cijelog broja s nekim prirodnim brojem. Zapis a = r (mod n) (¢itamo
a je kongruentno r modulo n) znaci da je ostatak pri djeljenju broja a s n jednak ostatku pri djeljenju broja r s n,

tj. da im je razlika djeljiva s n.

ke€Z, a=a+ kn (mod n)

a,byc,d €Z, a=b(mod n), c=d (modn) = a+c=b+d (mod n)
a,b,c,d € Z, a=b (mod n), ¢ =d (mod n) = ac = bd (mod n)
c€N,M(c,n) =d, a=b(mod n) = 2 =2 (mod %)

k€N, a=b(modn) = a* =0b* (mod n)

Mali fermatov teorem: Ako je p prost broj i a cijeli takav da je M(a,p) = 1 onda a?~! = 1(mod p)

Iz tog teorema slijedi jos jedna tvrdnja koja moze biti korisna u diofantskim jednadzabama a to je da broj oblika
y? + 1, gdje je y prirodan broj, ne moze imati prostih faktora p oblika p = 4k — 1,k € N tj. ne moze imati prostih
faktora koji pri djeljenju s 4 daju ostatak 3.

Pri djeljenju sa nekim prostim brojevima, poznate potencije nepoznatih brojeva, ili nepoznate potencije poznatih
brojeva, ¢esto ne poprimaju sve ostatke pri djeljenju s tim prostim brojem, pa je korisno promatrati koje ostatke
mogu dati iz Cega mozemo zakljuciti neke korisne informacije za rjesavanje diofantske jednadzbe.

Ako zelimo utvrditi koje ostatke pri djeljenju moze poprimiti poznata potencija, naprosto mozemo isprobati sve
moguce kombinacije baze potencije.

Na primjer. Koje sve ostatke daje kvadrat prije djeljenju s 47

X 0 1 2 3
r?(mod4) 0 1 0 1

Za odredivanje ostatka pri djeljenju potencija poznate baze a s brojem n koji je relativno prost s bazom, dovoljno
je pronadi prvu prirodnu potenciju d koja daje ostatak 1 pri djeljenju s trazenim brojem i onda ostatak pri djeljenju
svake potencije a™ s n ovisi samo o ostatku pri djeljenju m s d. Na primjer ako promatramo ostatke koje potencije
od 7 daju pri djeljenju s 5:

n 1 2 3 4
(5 2 4 3 1

Sada znamo da ostatak ovisi samo o ostatku pri djeljenju s 4 od n.

Npr. za svaki broj koji je oblika m = 4k + 2,k € NU {0}, 7**2 = 72 = 4(mod 5)

Ako baza a nije relativno prosta s n kojim djelimo, obi¢no ¢emo promatrati samo ostatke modulo potencija prostog
broja, tj. n = p*, gdje je p prost i k prirodan, pa ée za dovoljno velike eksponente potencija biti djeljiva s n. Npr.
ako promatramo ostatke pri djeljenju s 8 od 2™, za sve m > 3 ¢e on biti 0.

Promatranjem koje ostatke daju izrazi u diofantskoj jednadzbi nam moze dati korisne informacije za eksponente
potencija: odrediti koji ostatak daju pri djeljenju s nekim drugim brojem, ili broj od kojeg eksponent ne smije biti
veéi. Takoder, ako izrazi u jednadzbi nikada ne daju ostatke pri djeljenju s nekim brojem n tako da lijeva i desna
strana daju isti ostatak, onda jednadzba nema rjesenja.

Ako Zelimo pronaéi povoljan prost broj p za promatranje ostataka, onda je generalno dobro promatrati takve p, da
je p — 1 djeljiv s najveéim zajednickim visekratnikom od eksponenata koji se pojavljuju u jednadzbi.

Ako zelimo pronadéi potenciju prostog broja, onda promatramo p* takve da je p* — pF~1 djeljiv s visekratnikom
ekponenata iz jednadzbe.

4 Faktorizacije

Cesto je u diofantskim jednadzbama korisno faktorizirati izraze koji se pojavjulju kako bi se dobile nove tvrdnje o
tome koji izraz dijeli koji, kako bi primjenili neku od korisnih tvrdnji za najveéi zajednicki djeljitelj, te ako znamo
toCan rastav na proste faktore umnoska s jedne strane jednadzbe i s druge je neki umnozak onda znamo da mozemo
posebno promatrati sve slucajeve ovisno o tome koliko puta koji prosti faktor od broja dijeli koji od tih izraza. U
tome nam takoder moze pomodéi najveéi zajednicki djelitelj jer npr. ako znamo da je najveci zajednicki djelitelj dva
faktora 3 i njihov umnozak je 3* onda je jedan jednak 3*~', a drugi 3.



Popis korisnih formula i tvrdnji:
o Razlika kvadrata: a® —b? = (a +b) - (a — b)
o Kvadrat binoma: (a #+b)? = a? 4+ 2ab + b*
e Zbroj i razlika kubova: a® £ b% = (a £b) - (a® F ab + b?)
e Kub zbroja(a £ b)® = a3 4 3a?b + 3ab® £+ b?
e a" —b" gdje je n prirodan broj se moZe faktonizirati kao (a —b) - (a1 +a" " 2b+ - 4+ ab" "2 + b7 1)

e a" +b" gdje je n neparan prirodan broj se moze faktonizirati kao (a +b) - (a" "' —a""2b+a" 3% — a" 403 +
ce a3 —abn T2 ol

o Izraz oblika x® + z® 4+ 2, gdje su a, b, i ¢ prirodni brojevi ili nula koji daju medusobno razli¢ite ostatke pri
djeljenju s 3, moze se faktorizirati i jedan od faktora ée biti 22 + 2 + 1, drugi faktor ée biti pozitivnog stupnja,
ako je podetni izraz razli¢it od 2% 4+ x + 1.

¢ Diofantsku jednadzbu ponekad mozemo promatrati kao kvadratnu jednazbu po nekoj nepoznanici i zapisati
vrijednost te nepoznanice prema formuli za kvadratnu i gledali kada je taj izraz cijeli/prirodan broj. 12 =
—bt+vb%2—4ac

2a
Najéesée je dovoljno samo promatrati kada je diskriminanta b2 — 4ac kvadrat cijelog broja.

5 Ogranicavanje

o a,beZ,ako a|bib+#0 onda vrijedi |a| < |b].
Takoder ako znamo da je [b] < 2 - |a| onda je |a| = |b].

o Ponekad je korisno promatrati koji izrazi brze rastu od drugih npr. z3 ée biti veéi od 422 za sve x veée jednake
5. Pomocu takvih ograda mozemo zakljuciti da ¢e neka strana jednakosti biti veéa od druge za sve brojeve
veée od nekog, Sto naravno nije moguce, pa nam ostaje provjeriti samo one koji su manji jednaki tom broju.

Generalno polinomi veéeg stupnja ¢e rasti brze od onih manjih stupnjeva.
Izrazi u kojima je x eksponent ¢e rasti brze od polinoma od x.
Ako usporedujemo dva izraza u kojima je x eksponent, onaj s ve¢om bazom ¢e rasti brze.

¢ Nekad mozemo potenciju nekog broja ograniciti s dvije potencije s istim eksponentom kao ova, pa onda znamo
da i baza potencije mora biti izmedu baza potencija. Npr. ako znamo da za neke z,y € N 22 < y? < (z + 1)2
onda za y treba vrijediti < y < x 4 1 $to nije moguce.

6 Beskonacni spust

Ponekad nam se tijekom rjesavanja i promatranja djeljivosti moze dogoditi da pomocu nekog rjesenja jednadzbe
mozemo dobiti jedndzbu koja je ista ili dosta slicna kao pocCetna, a ima u sebi nepoznanice koje su po apsolutnoj
vrijednosti strogo manje od nepoznanica iz pocetne jednadzbe. Ako isti postupak mozemo primijeniti i na tu novu
dobivenu jednadzbu i svaku daljnju koju dobijemo istim postupkom onda pocetna jednadzba nema rjesenja jer ne
postoji proizvoljno mali cijeli broj, gledajuéi apsolutnu vrijednost. NajceésSe ¢e jednadzba imati rjeSenje kada su svi
brojevi 0, a ako nisu svi 0 ¢e biti mogucée dobiti manje rjesenje za koje nisu svi brojevi 0, sto ¢e nas opet dovesti u
kontradikciju.

Na primjer: Odredimo sva rjesenja jednadzbe 322 = y2, pri éemu su z,y € Z.

Ako je jedan od brojeva 0, onda je i drugi 0, te je (0,0) rjeSenje jednadzbe. Sada pretpostavimo da niti jedan od
njih nije 0. Buduéi da 3|y? slijedi 3|y tj. ¥ = 3y1, y1 € Z. Sada je 322 = 9-y;2 tj. 22 = 3y12. Sada vidimo da 3|22,
pa 3|z tj. ¥ = 3x1, x1 € Z. Sada je jednadzba oblika 9212 = 3y, 2 tj 3212 = 41 2.

Uocavamo da smo dobili jednadzbu koja je istog oblika kao pocetna, vrijednosti su duplo manje, pa strogo manje
apsolutno, te niti jedan od z; i y; nije 0 jer bi onda zx ili y bio 0. Ocito ovakav postupak mozemo ponavljati u
beskonacnost, pa ako postoji rjesenje gdje brojevi nisu 0, onda postoji proizvoljno mali cijeli broj po apsolutnoj



vrijednosti $to nije moguce.

U nekim slucajevima se formuliranje beskonacnog spusta moze izbje¢i tako da samo uzmemo najveéi zajednicki
djelitelj brojeva iz zadatka, no nekad to nije moguce. Primjer kada to jest moguce je ovaj gornji primjer:

Kao i gore pretpostavimo da je  # 01y # 0. Ako uzmemo da je M (z,y) =dondajede Nix=d-a,

y=d-b; a,beZ.

Sada je jednadzba oblika 3 - d? - a? = d? - b* <= 3a? = b?. Isto kao gore mozemo zakljuciti da 3 dijeli b, i onda
da 3 dijeli a, no onda a i b imaju zajednicki djelitelj pa je 3d zajednicki djelitelj od a i b sto je u kontradikciji s tim
da je d najvedi, pa slijedi da jednadzba nema rjesenja kada je = # 0.

Laksi zadaci

1. Rijesi u skupu prirodnih brojeva x? — y! = 2001.

Rijesi u skupu cijelih brojeva 2% 4+ 323 + 1 = y%.

Odredi sve uredene trojke prostih brojeva (p,q,r) za koje vrijedi 3p* — 5¢* — 4r? = 26.

Odredi za koje sve proste brojeve p postoji prirodni brojevi = i y takvi da je z - (y*> — p) + v - (2% — p) = 5p.
Odredi sve prirodne brojeve n za koje je n - 2”71 4+ 1 potpuni kvadrat.

Rijesi jednadzbu u skupu cijelih brojeva z* + y* + 2% = 9u*.

N e ¢k Wb

Odredi sve uredene trojke nenegativnih brojeva (a,b,c) za koje vrijedi 2% - 3% 4+ 9 = ¢?

Umjereni zadaci

8. Rijesi jednadzbu 4zy — = — y = 22 u skupu cijelih brojeva.

9. Rijesi jednadzbu 5% - 7Y 4+ 4 = 3% u skupu nenegativnih brojeva.

10. Rijesi jednadzbu p? — p + 1 = 23 gdje je p prost broj, a x prirodan broj.

11. Rijesi jednadzbu 5% = 1 + 4y + y* u skupu cjelih brojeva.

12. Odredi sva rjeSenja jednadzbe x® + 2 4+ 1 = p¥ gdje su x i y prirodni brojevi, a p prost.
13. Rijesi jednadzbu 23 + y> = 22 + 422y + 32 gdje su z i y prirodni brojevi.

14. Rijesi jednadzbu y? = x® + 7, gdje su z i y prirodni brojevi.

15. Rijesi jednadzbu p? — ¢P = p - ¢> — 19 gdje su p i ¢ prosti brojevi.

Tezi zadaci

16. Rijesi u skupu prostih brojeva sustav jednadzbi 22 + yu = (x +u)"” i 22 + yz = u®.
17. Odredi sva rjesenja jednadzbe (m3 + n) - (n3 +m) = p3 gdje su n i m prirodni brojevi, a p prost.

18. Odredi sva rjeSenje jednadzbe 3* — 1 = 2™, gdje su k, x i n prirodni brojevi.

Vise zadataka moZete pronaci na wuw.skoljka.org.
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Promotri kada su brojevi djeljivis 3is 9.

Raspisi kvadratnu po ¢ = 23 i pogledaj kada je diskriminanta kvadrat cijelog broja.

Protromotri ostatke pri djeljenju s brojevima koji se pojavljuju u zadatku.

Faktoriziraj izraz i promotri sluc¢ajeve u ovisnosti raspisa 5p na faktore.

Faktoriziraj, promotri kolika potencija od 2 moze dijeliti faktore, te primijeni tvrdnju a | b,b # 0 = |a| <= |b|
Uvedi najvedi zajednicki djelitelj brojeva svih brojeva iz zadatka.

Promotri najvedi zajednicki djelitelj od ¢+ 3 i ¢ — 3, te promatraj slucajeve ovisno o tome kojeg dijele potencije
2, a kojeg potencije od 3.

y? + 1 nema djelitelja oblika 4k — 1,k € Z.
Koristi ostatke pri djeljenju kako bi dobio parnost eksponenata, te pomoci toga faktoriziraj izraz.
Gledaj slucajeve ovisno o tome koji faktor od x® — 1 je djeljiv s p, te uvedi koli¢nik.
Promatraj ostatak pri djeljenju s 8, faktoriziraj i ogranici y.
Faktoriziraj lijevu stranu i promotri najveci zajednicki djelitelj faktora.
Uvedi najvedi zajednicki djelitelj te koristi tvrdnje da faktori s lijeve strane dijele desnu.
y? + 1 nema djelitelja oblika 4k — 1,k € Z.
Mali Fermatov teorem i uvodenje koli¢nika.
Uvrsti y iz druge u prvu da ogranicis v. Faktoriziranje i ogranicavanje.

Rastavi p® na faktore s desne strane, promatraj M (m,n). Pomoéu jednadzbi pokusaj dobiti neki relativno mali

broj djeljiv s p.

18.

y? + 1 nema djelitelja oblika 4k — 1,k € Z. Faktoriziranje i ograni¢avanje.



Rjesenja

1. Promatramo koje ostatke moze poprimite jednadzba pri djeljenju s 9. 6! je djeljiv s 9, pa je za svaki y > 6, y!
djeljiv s 9. 2001 je djeljiv s 3, §to znadi da i 22 mora biti djeljiv s 3, no onda je i x djeljiv s 3 $to znaéi da je x>
djeljiv s 9. Onda znamo da je desna strana djeljiva s 9, no lijeva je djeljiva samo s 3, Sto nije moguce. Zaklju¢ujemo
da je y < 5. Direktnim uvrstavanjem zakljucujemo da je jedino 2001 + 4! = 2025 kvadrat prirodnog broja, pa je
jedino rjesenje (25, 4).

2. Primijetimo da je uz supstituciju ¢t = 2%, dobivena jednadzba ¢> + 3t + 1 = y* = t? + 3t + 1 — y* = 0 kvadratna

—3t+ /940y  — 1)
. .

Diskriminanta treba biti kvadrat nekog cijelog broja = 432 + 5 = ¢?, ¢ € Z. Prepostavimo da je y > 0 jer ako je
neki negativan broj a rjesenje jednadzbe onda je -a isto rjeSenje i -a >= 0, pa Ce sva rjesenja biti pozitivna rjesenja
i njihovi suprotni brojevi.

Sljede¢i kvadrat veéi od 4y? je (2y+1)% = 4y> + 4y + 1 §to je za y >= 2 strogo veée od 4y? + 5 koji se nalazi izmede
dva susjedna kvadrata, pa ne moze i sam biti kvadrat. Dosli smo do kontradikcije pa y mora biti 0 ili 1.

Za y = 0, diskriminanta je jednaka 5 $to nije kvadrat pa t neée biti racionalan.

jednadzba u varijabli t pa mozemo primijeniti formulu za kvadratnu jednadzbu t12 =

Za y = 1, diskriminanta je jednaka 9 pa je t1 2 = ,tj. t1 = 0,1ty = —3. 22 = —3 nema rjeSenja u cijelim

2
brojevima, pa je jedino rjesenje 23 =0 = =01y = +1.

3. Isprobavanjem svih moguénosti u tablici zaklu¢ujemo da x? poprima samo ostatke 0 i 1 pri djeljenju s 3, te z*
isto poprima samo ostatke 0 i 1. Kada promatramo jednadzbu modulo 3 i isprobamo sve moguénosti ostataka za
q* i r?, dobivamo da je jedina moguénost kada je ¢ = 0 (mod 3). Buduéi da je q prost to je moguée samo za q = 3.
Sada ponovimo isti postupak za ostatke pri djeljenju s 5. Te zakljuéujemo da x* poprima samo ostatke 01 1, a 22
0, 114, te iz toga isprobavanjem svih moguénosti zakljuéujemo da 3p* = (mod 5), tj. da je p djeljivs 5, tj. p = 5.
Uvrstavanjem toga u jednadzbu dobivamo 472 = 1444, tj. r = 19 $to nam daje jedino rjesenje (p, q, r) = (5, 3, 19).
Link: JBMO 2014 P1

4. z-(y*—p)+y-(2>—p) = 5p = xy’—pr+yr’—py =5p < zy(r+y)-p(r+y) =5 < (z+y)(zy—p) = 5p
Desna strana je umnozak dva prosta broja pa faktori s lijeve strane mogu biti jednaki 1, jedan od ta dva prosta ili
umnosku oba prosta. z + y > 2, pa on ne moze biti jednak 1, te nam ostaju 3 slucaja, zy —p=1,zy—p=1pi
zy —p=>.

1. Slucaj: x +y = 5p, xzy — p = 1, pomnozimo drugu jednadzbu s 5 i uvrstimo u prvu umjesto 5p: = +y =
S5y —1) <= bay—2x—y—5=0 < z(by—1) = y+ 5. Znamo da je x prirodan pa z > 1. Zay >= 2
je lijeva strana veéa jednaka 5y —1 >y +8 — 1 =y + 7 Sto je veée od desne strane. Dobili smo kontradikciju pa
y = 1, no uvrstavanjem dobivamo 4z = 6 Sto nema rjesenja. 2. Slucaj: c+y =5,zy—p =p = zy = 2p.
zy je umnozak dva prosta broja pa ili je jedna jednak 1, a drugi cijelom umnosku ili je svaki jedan jednom od
prostih. Ako je jedan od njih jednak 1, bez smanjenja opcenitosti y = 1, onda je x = 2p, iz +y =2p+1 =15,
tj. p = 2, tj. tvrdnja vrijedi za 2. Ako je jedan jednak 2, a drugi p, bez smanjenja opcenitosti x = 2,y = p,
r4+y=p+2=>5,tj. p=31za njega vrijedi tvrdnja. 3. Slucaj: z +y = p, ry — p = 5, Uvrstimo prvu jednadzbu
udruguney—z—y=5 <= z(y—1)=y+5 = y—1|y+5,tj. y— 16 iz ¢ega slijedi y — 1 € 1,2,3,6, tj.
y € 2,3,4,6. Uvrstavanjem dobivamo da je jedino rjeSenje ovog slucaja p = 7.

Rjesenje zadatka su prosti brojevi 2, 31 7.

Link: JBMO 2011 P2

5. n-2"1 41 =22 & (z+1)(z—1)=n-2"" M(x+ 1,2 —1) = M(x — 1,2), Znamo da je (x + 1)(z — 1)
paran, pa je x sigurno neparan, pa je x-1 paran, M(z + 1,2 — 1) = 2. Onda je to¢no jedan od brojeva (x + 1) i
(z — 1) djeljiv samo s 2 , a drugi s 2. Ako je x jednak 1, onda bi n trebao biti 0 Sto nije mogudée, pa je z —1 > 0.
Sada 2" |z +1 = z>2"—-1ili2" |z —1 = z>2"+4+12> 2" —1. U oba slucaja je x > 2" — 1. Znadi
n 2"l 41 >=22=22" 2"l 1 1 — 2"Fl(n+1)>22n = 2(n+1)>2" Zan=410 > 16 ne vrijedi, a
za vele n 2" raste brze od 2(n + 1) pa izrazi ne mogu biti jednaki. Iz toga slijedi n <= 3. UvrStavanjem dobivamo
jedino rjesenje za n = 3,1 to x = 7. Znadi jedini broj za koji vrijedi tvrdnja zadatka je 3.

Link: JBMO 2010 P2

6. Uocavamo da je (0, 0, 0, 0) sigurno rjeSenje zadane jednadzbe z* + y* + 2* = 9u*. Pretpostavimo da neki

od njih nije jednak 0, iz toga slijedi da postoji najveéi zajednicki djelitelj brojeva x, y, z i u, koji nije jednak 0.
d=M(z,y,z,u),x=d-x1,y=d-y1,2=d-z1,u =d - uy.
Uvrstavanjem tih jednakosti u poéetnu jednadzbu i djeljenjem s d* dobivamo x14 4314+ 2% = u1*. Ako promotrimo
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sve ostatke od koje a* poprima pri djeljenju sa 16, dobivamo da je moguée samo za 0 i 1.

1. Slucaj: uf =0 (mod 16), tj. u1 je paran. Sada zbroj ostalih ostataka mora biti 0, no ako je neki od njih jednak
jedan, onda je maksimalni zbroj ostataka 3 Sto je manje od sljedeceg broja djeljivog s 16, tj. 16. ZakljuCujemo da
sve ostale 4. potencije isto daju ostatak 0 pri djeljenju s 16, tj. da su z1, y1 i 21 svi parni. No, onda 2 dijeli sva
4 broja, no onda je 2d njihov zajednicki djelitelj, a najveci zajednicki je d, Sto nije moguce. Znaci u ovom slucaju
jednadzba nema rjesenja. 2. Slucaj: u} = 0 (mod 16). Sada desna strana daje ostatak 9 pri djeljenju s 16, no na
lijevo strani su 3 broja koji daju ostatak 0 ili 1, pa njihov zbroj moze biti samo 0, 1, 2 ili 3. Znaci da ni ovaj slucaj
nema rjesenja.

Jedino rjesenje zadatka je (0, 0, 0, 0);

7. 293" +9=c? « 293" = (c+3)(c—3). M(c+3,c—3) = M(c+3,6) Sada rastavljamo zadatak na slucajeve.
Prva dva ¢ée pokriti one gdje lijeva strana nije djeljiva s 6, tj a = 01ili b= 0.

1. Sluéaj: a = 0: 3* = (c+3)(c—3). Lijeva strana je pozitivna pa ¢ —3 > 0, ako je b = 0, onda je lijeva strana 1, a
desna barem 4 s$to nije moguce. znaci b > 1, tj 3 dijeli c+3 ili ¢-3, a ako dijeli jednog dijeli i drugog. Takoder, znamo
da najvise 3 moze dijeliti oba, pa je jedan jednak 3, a drugi 3°~!. Znamo da su oba djeljiva s 3, pa je b barem 2, pa
je 3 sigurno manji jednak od 3°~', tj. manji od njih ¢—3 je jednak 3. c—3 =3 = c¢=6 = 3* =27 — b=3.
Rjesenje (0, 3, 6).

2. Slucaj: b = 0: 2¢ = (c+ 3)(c — 3), Iz prvog slufaja znamo da je a > 0, pa 2 | (¢c+3)(c-3), tj. ¢ je nepa-
ran. Isto kao i u prvom slucaju c - 3 > 1, i 2 dijeli i c+3 i c-3 pa je faktor 27! veéi od faktora 2, pa je manji od
faktora c—3=2 = ¢=5 = 2% =16 = a = 4. Rjesenje (4, 0, 5).

Sada znamo da 6 dijeli barem jednog od c+3 i c-3, pa dijeli oba. A osim te Sestice, brojevi su relativno prosti, pa
su svi ostali faktori 2 u jednom od njih i svi ostali faktori 3 u u drugom od njih.

3. Slucaj: ¢—3 =61ic+3 = 2131 Znadi ¢ = 9implies12 = 2071301 tj. 22.3 = 20713b=1 Znagi
a—1=2 = a=3ib—1=1 = b=2. RjeSenje (3, 2, 9).

4. Sluéaj: ¢ =3 =6-221ic+3 = 6-3"2 Uvrstimo jednu u drugu i podijelimo s 6. 2°72 4 1 = 3v=2
Za a — 2 > 2. Promatramo jednadzbu modulo 4, lijeva strana je kongruetna 1, pa i desna mora biti 1 tj.
b — 2 koji odreduje 3°=2 (mod 4) mora biti djeljiv s 2. (3" + 1)(3"T — 1) = 292, Najveéi zajednicki dje-
litelj dva faktora je 1 i umnozak im djeljiv s 4, te su obojica potencije od dva, pa je manji od njih jednak 2.
— 37 —1=2 = b—2=2 = b=4. Rjefenje (5, 4, 51).

Sada nam ostaje podslucaj gdje je a — 2mangjiod2, Ako je a —2 = 0 onda je to isto kao slucaj 3 koji smo rijesili, pa
ostajea—2=1 = a=3 = b—2=1 = b=3. Rjesenje (3, 3, 15).

5. Slucaj: ¢ —3 = 6-3""2 ¢+ 3 = 6-2%2 Uvrstimo jednu u drugu i podijelimo s 6. 3*72 41 = 2972, Ako je
a —2 > 3. Promotrimo jednadzbu modulo 8, 3°=2 daje samo ostatke 3, i 1, pa 3°72 4+ 1 daje samo 4 i 2, a desna
strana ima ostatak 0, pa nema rjesenja.

Ako je a — 2 = 372 = 0, nema rjesenja.

Akojea—2=1 = a=3 = b=2. RjeSenje (3, 2, 9) koje smo ve¢ dobili.

Akojea—2=2 = a=4 = b=3. RjeSenje (4, 3, 21).

Pokrili smo sve slu¢ajeve pa zakljuéujemo da zadatak ima 6 rjeSenja : (0, 3, 6), (4, 0, 5), (5, 4 51), (3, 3, 15), (3, 2,
9), (4, 3, 21).
Link: JBMO 2009 P2

8. doy —zx —y =22 & y(dr —1) = 22 + x. Znadi da 42 — 1 | 2% + z. Bududi da je M (4x — 1,4) = 1 vrijedi da
dr—1|4- (2> +2) = 4o —1|422 +42 = 42 — 1422 + 1. Sada smo dobili da broj oblika 4z — 1 dijeli broj
oblika 422 4+ 1 §to nije moguée pa jednadzba nema rjeSenja.

9. 577 4+4=3%

Ako promatramo ostatak pri djeljenju ¢lanova jednadzbe s 4, dobijemo 7Y = 3* (mod 4) = 3Y = 3% (mod 4)
Ostatak od potencije od 3 ¢e biti 3 ako je eksponent neparan i 1 ako je eksponent paran, pa su y i z iste parnosti.
Ako sada promatramo ostatak pri djeljenju s 8: 1. slucaj y i z su neparni. 5*7¢+4 = 3* (mod 8) <= 5%(—1)+4 =
3 (mod 8) <= 5% =1 (mod 8) Ostatak pri djeljenju s 8 od potencije od 5 ovisi samo o parnosti ekponenta pa je
x paran. 2. sluéaj y i z su parni 5*7Y +4 = 3% (mod 8) <= 57(1)+4 =1 (mod 8) <= 5% =5 (mod 8) = x
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je neparan.

Ako je z = 0 ili 1 desna strana je manja od lijeve pa je z > 2

Sada promatramo ostatak pri djeljenju ¢lanova jednadzbe s 3. Dobijemo 5% +4 = 0 (mod 3) Ostatak pri dje-
lijenju s 3 od potencije od 5 ovisi samo o parnosti eksponenta, pa je x neparan, iz ¢ega znamo da su y i z
parni. = z =2z1,21 € N

527Y = 321 — 4 = 5%7Y = (3*1 +2)(3% —2), M (3% +2,3*1 —2) = M(3** + 2,4) Buduéi da je 3** + 2 faktor od
5%7Y nije djeljiv s 2 pa vrijedi M (31 4 2,4) = 1.

To znaci da su faktori s desne strane relativno prosti pa cijela potencija od 5 mora biti dio samo jednog faktora, i
cijela potencija od 7 mora biti dio samo jednog faktora. Takoder, 3** + 2 ne moze biti 1 pa imamo 3 slucaja:

1. slucaj 5*7Y =31 42,31 —2=1 = 2, =1 = 5*7W =5 = x =1,y = 0 Dobili smo rjesenje (1, 0, 2).
Rjesili smo slucajeve kada je neki od faktora jednak 1, pa u ostalima mozemo pretpostaviti da su eksponenti veéi
jednaki 1.

2. slucaj 5% = 3% + 2,7Y = 3** — 2 Ako promatramo prvu jednadzbu modulo 5 moZemo dobiti da je z; nepa-
ran, a ako promatramo drugu modulo 7, mozemo dobiti da je z; paran. Kontradikcija. 3. slucaj 5% = 3% — 2,
7Y =3 +2 = 7Y —5% =4 Od prije znamo da je y paran pa vrijedi y = 2y;,y1 € N

TV —5% =4 < (7% 4+ 2)(7¥* — 2) = 5% Faktori su relativno prosti, pa bi manji od njih trebao biti 1, ali on je
uvijek razli¢it od 1 pa nema rjesenja.

Jedino rjesenje je (1,0,2).

10. p  —p+1=23 <= pp—1)=(x—-1)(@*>+2+1). =0 = p=0ili 1, znaci z > 1.

p dijeli desnu stranu pa dijeli jedan od faktora:

1. sluéaj: p|or—1,2>0 = z-1>p = 22+2+1>2—1>p>p-—1, ito ne moze vrijedi jer
je onda je onda desna strana strogo veéa od lijeve. 2. sluéaj: p | 22 +o2+1 = 22 +a+1=p-t,t € N.
pp—1)=@-D@*+z+1) = pp—1)=(@—-Upt = p—1=(x—1)t = p=at—t+1

pt = 2’ +ao+1 = (st—t+1)t = 2’ +a+1 = 2?2+t =2’ +2+1 = x(t?—2—1) =t2—t+1 = z|t?—t+1.
t2—t+1>0Akojet? —t+1>20 = t2>2v+t—-1, 22 +a+1=t3(x—-1)+t>QRr+t—1)(z—1)+t=
202 —2x4tr—t—o+1+t=222-3x+tx+1

24ax+1>22—3z+te+1 = dx>tex+2? = 4>t+x

t>1 = x<3:

1. podslucéaj: x = 1 nema rjesenja

2. podslucaj: x =2 = p(p — 1) = 7 nema rjeSenja

3. podslucaj: x =3 = p(p — 1) = 26 nema rjesenja

Rjesili smo slucaj t2 —t +1> 2x, paostaje t? —t+1=0 = 2=+t — 1.

?2+r+1=(z-1)t2+t &= 2> +z+1=(z-1)(z+t-1)+t & 2> +r+l=2’+at—z—a—t+1+t <
Jr=tr += t=3 < (p—1)=3(r—-1) &= p=32-2 <= Ir—-6=2’+2+1 = 2?-8r—-7T=0
(x —1)(x —7) =0 Znadi = 7 je rjeSenje, onda je p = 19.

Link: BMO 2005 P2

11. Ako je x manji od 0, onda je desna strana cijeli broj, a lijeva nije, pa ne mogu biti jednake, znaci x > 0.

Ako promatramo ostatak jednadzbe 5% = 1+4y+y* pri djeljenju s 8, lijeva strana je kongruetna 5 kad je x neparan
i 1 kad je x paran, a desna strana je kongruetna 1 kad je y paran, te 6 kad je y neparan. Uocavamo da je jedini
slucaj kad su jednaki kad je x paran i y paran. x = 2z1,x1 € Z,x1 > 0.

52z1 _y4 — 4y_|_ 1 «— (511 +y2)(5zl _y2) — 4y+1

dy4+140 = 5™ —9?| >0 = |4y + 1| >[5 +y?| =5 +¢?

3. slucaja: 1. y =0 = x = 0 Jedno rjesenje je (0,0). 2. y > 0, Akojey > 5, dy+1 > 571 +y2 > 5y > dy+1 —
nema rjesenja: Znaci y < 4, Znamo da ja paran pa treba provjeriti samo 2 i 4.

y=2 = 5% =25 = x =2, Jedno rjeSenje je (2,2).

y=4 — 5% =273 = nema rjesenja

3. y<0 = y=—a,a>0,a€Ziajeparan. [da+ 1| =|1—4a|=4a -1

4a — 1 > 5% + a? Za a > 4 vrijedi 5 + a® > 4a > 4a — 1, znadi nema rjesenja. Tj. a < 4 Znadi da je
a=2 — y=—-2 = 5% =9 = nema rjesenja

Jedina rjesenja su (0,0) i (2,2). Link: Turkey TST 2001

12. Znamo da se z° 4+ z* 4+ 1 move faktorizirati tako da jedan od faktora bude z? 4+ = + 1 koji je faktor od z3.
P4t l =322 +) 1l =B - D)@ +)+2 e+l =(- D@2+ +D@2+2)+22+2+1 =
(@ —2?+ 22 —2) (2 +r+ D)+ 22 +o+1=(22+a+ D)@ -z +1)

Mz —a+1,22+2+1) = (22 —z+1—aw(2®+o+1), 22 +2+1) = M(—2? 22+ 1,22+ 2+1) = M(2—2,2°+2+1) =
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Mz —-222+z+1)=M@—-2,22+z+1—-2(x—2))=M(x—-2,3x+1) = M(z—2,7)

(@ -2+ 1) (22 +2+1)=pY

1. sluéaj Ako je p # 7 onda su faktori s lijeve strane relativno prosti pa je neki od njih sigurno 1. z2 +x +1 >3
pa ne moze biti jedan 1, paje2® —x+1=1 = =1 = p¥ = 3. Dobili smo rjedenje (1, 1, 3).

2. slucaj p = 7, najveci zajednicki djelitelj faktora je 1 ili 7, i oba faktora su potencije od 7 pa jedan od njih mora
biti 1 ili 7.

Akojeaz®+2+1=1 = x =1 = p =3 ni rjesenje u ovom slucaju. Akojez®+2+1=7 = 2> —2=6
RjeSenje za x = 2, dalje raste pa je strogo veée od 6. © =2 = 7Y =49 — y = 2 RjeSenje (2, 2, 7). Ako je
22+ 2+ 1 =1 nije moguée Ako je 22+ +1=7 = 22 + x = 6, RjeSenje za x = 2, dalje raste pa je strogo veée
od 6. Isto rjesenje kao u proslom slucaju (2, 2, 7).

Rjesenja zadatka su (1, 1, 3) i (2,2, 7)

3

13. 2% + 9® = 22 + 422y + y? Uvedemo najvedi zajednicki djelitelj brojeva x i y. d = M(z,y),x = d -1,y =
d- ylaM(xlvyl) =1

P +y? = 2? +42ry +9? = Erd+ Py = P+ Pair +dPy? = dxP Fyd) =l oyl =
d(zy +y1) (@12 — 2y1 + 1) = 212 + 222191 + yi 2

Sada znamo da (x1 +y1) | 40z1y1, Takoder znamo da z i y; nemaju zajednickih prostih faktora, pa kad bi postojao
prost broj p takav da p dijeli i 1 i 1 + y; onda bi p dijelio y; Sto je kontrakdikcija s tim da nemaju zajednickih
djelitelja, znaci da x; i 1 + y1 nemaju zajednickih djelitelja. Analogno se pokaZe za y1, pa onda vrijedi x1 +y; | 40
Takoder, znamo da 12 — z1y1 +y1° | 212+ 422z 1y1 12 = il —zip 2 | 43x1,y1 sada ako postoji neki prosti
p koji bi dijelio @1 i 712 — 2191 + 312 onda bi on dijelio 21 $to nije mogudée. Tako da je M (212 — z1y1 +y12,21) = 1
Analogno se dokaze za y; pa vrijedi 212 — 2191 + 12 | 43

To nam daje dva slucaja jer 43 ima dva prirodna djelitelja 1 i 43:

1. sluéaj 22—y + 12 =1 <= (2 — y1)2 +21y1 = 1 Znamo da je (r; —y1)? > 0, uz sluéaj jednakosti z; = yy,
te znamo da je x1y; > 1, uz slucaj jednakosti z;1 = y; =1

To znaci da je 1 = (x1 — y1)2 4+ 211 > 04 1 = 1 Buduéi da vrijedi jednakost u nejednakosti moraju vrijedi
svi sluéajevi jednakosti tj. 1 = 33 = 1 == 2 = y Uvrtavanjem u podéetnu jednadzbu dobivamo z3 + 23 =
22 +422% + 2? <= 223 = 442? <= 1z = 22, pa je jedno rjeSenje jednadzbe (22,22).

2. sluéaj x1%2 —21y1 +y12 = 43, Sada ée nam biti korisna tvrdnja z1 +v; | 40 koju smo ranije dokazali. Pomoé¢u druge
tvrdnje éemo ograniciti x; + 4 za koji znamo da je djelitelj od 40. 212 —x1y; + 112 = 43 <= 2,2 + 2z +y1° =
43 + 3w1y; > 43+ 3 =46. Znadi (v +y1)> > 46 = zy + 1y > 7.

3
Takoder, znamo da je 3 + 2x1y1 + y7 > 47191, pa je Z((xl + y1)2) > 3x1y1.

Od gore znamo da je (1 +y1)2 = 3x1y1 +43 < Z((ml +y1)2) +43 = i((xl +y1)2) <43 = (= —|—y1)2 <
4.-43=172 = z; +y; < 13.

Sada znamo da je 7 > z1 +y; < 13, a takoder da je to djelitelj od 40 pa moze biti samo 8 ili 10.

1. podslucaj: =1 +y;1 =8 = 64 =43+ 3z1y1 = 3x1y1 = 21 = x1y; = 7 Sada znamo da je jedan jednak
1, a drugi 7, jednadzba je simetriéna pa mozemo bez smanjenja opcenitosti pretpostaviti z; =1,y =7 = y =
Tr = 23434323 =22 +42- 722 +49 -2 = 3440 =344 = x =1 = y = 7. Dobili smo rjeSenja (1, 7) i
(7, 1).

2. podslucaj: 1 +y; = 10 = 100 = 43 + 3z1y7 = 57 = 3131 — z1y1 = 19 Sada znamo da je
jedan jednak 1, a drugi 19, pa bez smanjenja opéenitosti 1 = 1, y; = 19 tj. y = 192 Uvrstavanjem u pocetnu
23 +1932% =22 +42-22 +19%2 - 22 = 2z +19%2 = 19(42 + 19) < 19- 19?2 < z + 193z Dobili smo kontradikciju,
znaci nema rjesenja.

Ukupno postoje 3 rjesenja (1,7), (7, 1) i (22, 22). Link: BMO 2017 P1

14. y? =234+ 7 < y?+1 = 23 + 8 Znamo da vrijedi da 32 + 1 ne mozZe imati djelitelja oblika 4k — 1,k € N pa
¢emo dokazati da lijeva strana uvijek sadrzi takav faktor.

Ako je x paran, promatramo koje strane jednadzbe daju pri djeljenju sa 4, desna strana je djeljiva, a y? daje ostatke
0ili 1, pa y? + 1 daje 1 ili 2, §to nije 0 koju daje desna strana, pa nema rjeSenja. Ako je x neparan on daje ili
ostatak 1 ili ostatak 3 pri djeljenu s 4.

23+ 8= (x+2)(2% -2z +4)

1. sluéaj. x =1 (mod 4) = z +2 =3 (mod 4) Znadi = + 2 je faktor od y? + 1 oblika 4k — 1 $to nije mogude.

2. sluéaj r =3 (mod 4 = 22 —22+4=1-2-3+4=3 (mod 4)) Znaci 22 — 2z + 4 je faktor od y* + 1 oblika
4k — 1 sto nije moguce, pa jednadzba nema rjesenja.

Dobili smo da jednadzba nema rjesenje u skupu prirodnih brojeva.
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15. 2¥ — y* = xy? — 19 Ako je = y onda je x> = 19 $to nema rjeSenja, pa znamo da su z i y razliciti, a buduéi
da su prosti oni su i relativno prosti, tj. M(z,y) = 1.
Sada znamo da vrijedi MFT tj. 2¥ =z (mod y) i y® =y (mod z)
. Ako promatramo jednadzbu modulo x dobijemo —y = —19 (mod z) tj. da vrijedi z |; y — 19.
Ako promatramo jednadzbu modulo y dobijemo x = —19 (mod y), tj. da vrijedi y | = + 19. Sada uvedemo koli¢ni
zaovu tvrdnjuz + 19 =y -k, k € N.
Kad biy =19o0onda 19 | 2+ 19 = 19 | z = 2 = 19 Kontradikcija jer su « i y razléiti. Znaci znamo y # 19.
Znamo da vrijedi z = yk — 19, payk—19|19—-y = yk—19]19 —y+yk — 19 = yk —19 | y(k — 1). Kada bi
postojao prosti p takav da ply i plyk — 19 onda bi vrijedilo p|19, pa bi p = 19 i onda y = 19, §to smo dokazali da
nije mogude, pa znamo da je M (y,yk — 19) = 1 iz Cega slijedi y|k — 1.
Kada bi vrijedilo k£ = 1, onda y = = + 19, sto znaci da je ili x paran ili y paran, $to znaci da je neki od njih jednak
2, §to je mogucée samo za x, ali onda je y = 21, $to nije prost broj.
Sada znamo da je k > 1, pavrijediz =yk —19< k-1 = yk—k <18 = k(y—1) < 18. Znamo da je k > 2,
paonday—1>9 = y > 10. Znamo da je y prost pa moze biti 2, 3, 5, ili 7.
1. Sluéaj: y =2, 2 |y —19 = x|17 = x = 17, Uvrstavanje u pocetnu 172 — 217 = 172 — 19 Uocavamo da je
lijeva strana negativna, a desna pozitivna pa nema rjesenja.
2. Sluéaj: y =3, 2 |y—19 = 2[16 = x = 2. Uvrstavanjem u pocetnu 2% — 32 =2. -19 +— —1= —1
uvidamo da smo dobili rjeSenje (2, 3). 3. Slucaj: y =5, 2|y —19 = z|14 = x =2 ili x = 7. UvrStavanjem
u pocetnu 2% = 225 — 19 <= 7 = 31 i Koristenjem y|lz + 19 <= 5|26 zakluéujemo da nema rjeSenja
u ovom slucaju. 4. Sluéaj: y =7, 2 | y—19 = 2|12 = =z = 2 ili z = 3. UvrStavanjem u pocetnu
2T —72=2.49-19 < 128 —-49=12-49 - 19 <= 128 =3-49 — 19 <= 128 = 147 — 19 Uocavamo da je (2,
7) rjeSenje jednadzbe. Za podslucaj x = 3, y|x + 19 <= 7|22 pa nema rjesenja.
Sva rjesenja su (2, 3) i (2, 7).

4 2 4 2 5 2

U — U — Uu” —ux

16. Izrazimo y iz druge jednadzbe i uvrstimo u prvu: y = , 224 =(z+u)’ = 22+—"— =
z

(x +u)" Primijetimo da za v > 5 desna strana sadrzi pribrojnike z” i u¥ $to koji su veéi jednaki z° + u® $to je
strogo vece od lijeve strane, pa u tom slucaju jednadzba nema rjesenja. Sada znamo da je v < 4, a v je prost pa je
2 ili 3.

1. sludaj v = 2, Prva jednadzba je jednaka z2 + yu = 2% 4+ 2zu + 1u? <= yu=2zu+u?> < y =2z +u.

Drugu jednadzbu moZemo faktorizirati yz = (u? —)(u? + ), Znamo da su y i z prosti, pa postoje 4 moguéa slucaja
njihova rasporeda medu faktorima, no u? + z sigurno nije 1, pa ostaju 3 podslucaja.

1. podslucaj: w’+z=yz, v’ —2=1 = w? - 1=yz = v?>—1=z2(u+21) = v’ —-1=uz+2(2u?-2) =
u? — 1 =wuz+u?2z — 22 = u?(22 —2) + 2(u — 2) + 1 = 0 Prosti brojevi su uvijek veéi jednaki 2, pa je desna
strana sigurno barem 1, pa ovaj sluéaj nema rjesenja.

2. podsluéaj: w> +r =y, u’ —rz =z, ul+2x=y <= v+r=u+2r <= W-—u=21 = u(u—1) =z, Za
u > 3 je x umnozak dva broja veca od 1, pa ne moze biti prost. Zna¢i u =2 = x =2 = y = 6, nije moguce
jer 6 nije prost.

3. podsluéaj: v+ =z,u> —2z =y, u?—r=y < W -r=u+2r < v’ —u=3r < u(u—1)=3z. Ako
je u > 5, onda su oba faktora s lijeve strane veca od 3, pa onaj koli¢nik od onog koji je djeljiv s 3 ¢ée i dalje biti veéi
od 1, pa ¢e x biti umnozak dva broja veca od 1, sto nije moguce. Zna¢iu =2iliu=3. Zau =2 = 2 = 3z, nema
rjeSenja. Zau =3 = x =2 = z = 11,y = 7. Uvrstimo u pocetne jednadzbe 4 + 21 = (2 + 3)%,4 + 77 = 3*.
Uvidamo da obje vrijede pa je to rjesenje pocetne jednadzbe, uz v = 2.

2 2

2

2

2. sluéaj v = 3, izyz = (u? + 2)(u? — x) kada se provjere sva 4 sluéaja za raspored y i z medu faktorima,
slijedi da je y maksimalno u? + z, $to znadi da je x? + yu, maksimalno 2% + u® + ux $to je strogo manje od
(z+ u)3 = 2% 4 32%u + 3zu? + v® pa jednadzba nema rjesenja u ovom slucaju.

Jedino rjesenjejex =2,y =7, 2=11, u=3, v = 2.

Izvor: BMO SHORTLIST 2005

17. (m?® +n)(n® + m) = p Imamo umnozak dva broja koji je jednak p® pa je ili jedan jednak 1, a drugi p? ili je
jedan jednak p, a drugi p?. Oba broja su veéa od 2, pa niti jedan ne moze biti 1, pa je jedan jednak p, a drugi p?.
Bez smanjenja opéenitosti smijemo pretpostaviti da je m® +n =p?, n® +m =p.

Kad bi p < m vrijedilo bi m3 4+ n = p? < m? Kontrakdikcija, pa znamo p > m.

Ako oduzmemo te dvije jednadzbe jednu od druge dobijemo p?> —p = m3 —n® —m+n < pp-1) =
(m —n)(m? + mn +n? — 1). Lijeva strana je pozitivna pa je sigurno m > n Ako p dijeli m — n, onda je ili n = m,
pa bi onda vrijedilo p = p?, §to nije mogudée, ili je m —n > p no onda je m > p $to nije moguée. Znaéi da p mora
dijeliti drugi faktor, tj. m? + mn +n? — 1.



p | m2+mn+n?—-1 = p|m3+nm?>+n?m—m. Znamo da p | m3+n, pa vrijedi p | m3+nm?+n’m—-m-m3-—n =
plnm?+n’m—m—-n = p|mn(m+n)—(m+n) = p| (m+n)(mn—1). Sada imamo dva slu¢aja u
ovisnosti o tome koji faktor p dijeli:

1. sluéaj plm+n = p<m+n = p<2m—-1 = m*+n=p> < (2m — 1)2 = mi4+n<4dm?—-4m+1 =
m3 —4m? +4m +n —1 < 0 Ovo oéito ne vrijedi zam >4, pajem <3 = p<5H

1. podsluéaj: p=2 = n*+m=2 = n=1m=1 = 2=m3+n = p? = 4 Kontradikcija.

2. podsluéajp=3 = n®4+m=3 = n=1 = m =2 Uvrstimo u m® + n = 23 + 1 = 9 Vrijedi tvrdnja
zadatka, pa znamo da su (1, 2, 3) i (2, 1, 3) rjeSenja.

3. podsluéaj p=5 = n®+m=5 = n=1 = m=4 = 4%+ 1 =52 Sto ne vrijedi, pa ovaj slu¢aj nema
rjesenja.

2. Slucaj p|nm — 1, n = m = 1 nije rjesenje pa vrijedi p < nm — 1.

n3+m:p§nm—1 = ndt+m<nm-1= m>n2+1
m3+n>m?2(n?+1)+n=m?n’+m?+np<mn—-1 = m?*+n=p> < (nm-1)? = m3+n <n’m?-2nm+1
m2n? +m?2 +n <m?n? —2nm+1 = m?+ 2nm +n < 1 $to nije moguée, pa ovaj sluéaj nema rjesenja.

18. Ako je n = 1 onda za svaki k postoji rjesenje = 3¥ —1 pa su rjeSenja sve uredene trojke oblika (k,3* —1,1),k €
N. U ostatku rjesenja pretpostavljamo n > 1

Kad bi n bio paran z™ + 1 je broj oblika 3% + 1,3 € N, pa ne moze biti djeljiv s brojem koji daje ostatak 3 pri
djeljenju s 4, no to vrijedi za 3, pa onda jednadzba nema rjesenja. Znaci n je neparan i veéi od 1.

z =1 = 3F =2, nije moguée, pa znamo da je z > 2

Sada mozemo prebaciti 1 na desnu stranu i faktorizirati 3* = (z 4+ 1)(z(»~" — 2”2 4 ... — 4 1) Sada vidimo
da faktori s desne strane oba moraju biti potencije od 3. Takoder, znamo da je desni faktor > 22 —z + 1 =

z(x —1) 4+ 1 > =+ 1. Dva broja su potencije od 3, pa minimalni od njih sigurno mora dijeliti veéi. Vrijedi
n—1

x+1|:c(”fl)—z"72+...—x+1:Z(xi~(71)i)

i=0
n—1 n—1 n—1
Promatram ostatak koji suma daje pri djeljenju s = + 1: Z(xl (=Y = 2:((71)2 (=DY = Z((fl)m) =
i=0 i=0 i=0

n—1

Z(l) =n (mod) (x + 1) Znaci suma daje isti ostatak pri djeljenju s « + 1 kao n, $to znadi da je n djeljivs z + 1.

i=0

Znamo da 3|(z 4+ 1), pa onda 3[n = n = 3a,a € N.

Jednadzba sada izgleda 3% = 23? +1 <= 3% = (2% + 1)(2%* — 2% + 1) Znamo da je z® + 1 potencija od 3, pa je
20+ 1=3teN 22—z 41=(3—-1)" -3 +141=3%-2.3'+1—-3+1+1=3%—30¢+1)+3. Ovaj
broj bi trebao biti potencija od 3, jer dijeli 3%, no za t > 2 je veéi od 3, ali daje ostatak 3, pri djeljenju s 9, pa ne
moze biti potencija broja 3.

Zat=1ljex®=2 = x=2a=1 = 3"=34-2+1) = k=2 UvrStavanjem u pocetnu uvidamo da (2,
2, 3) stvarno je rjesenje.
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