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Uvod

Nejednakosti se Cesto rjeSavaju uz manipulacije razlicitih suma, stoga ¢emo kroz predavanje koristiti uobicajne
oznake za ciklicne ili simetri¢ne sume kako bi si olaksali pisanje. Neki primjeri toga su

Zab:ab—f—bc—i—ca

cyc
Zab2 = ab® + bc* + ca®
cyc
Zab:ab+ba+ac+ca+bc+cb:2(ab+bc+ca)

sym
Z ab® = ab® + ba® + bc® + cb® + ac® + ca®
sym
Ako je broj varijabli drugadiji onda se i sume mijenjaju, pa tako u sluéaju varijabli a, b, ¢, i d imamo
Zabzab—l—bc—l—cd—&—da
cyc
Z ab® = ab® + bc? + cd® + da®
cyc
Zab:4(ab+bc+cd+da+ac+bd)
sym
Z ab® = 4(ab® + ba® + bc® + cb® + ac® + ca® + cd® + dc® + da® + ad® + bd® + db?)

sym

Teorem 1

(Cauchy-Schwarzova nejednakost). Neka su aq,as,as, ...,an i b1, ba, bs, ..., b, proizvoljni realni brojevi. Tada
vrijedi
(@ + a3+ ... +a2)(b3 + b3+ ... + b2) > (a1by + agby + ... + anby,)?

pri ¢emu jednakost vrijedi ako i samo ako postoji A € R takav da je b; = A\a;, i = 1,2,3,...,n.

Dokaz. Zgodan poznati dokaz se svodi na to da promatramo realnu nenegativnu funkciju
f(x) = (a1 — b1)* 4 (agx — b2)* + ... + (anz — by)?

Kako je funkcija nenegativna, to znaci da joj je diskriminanta manja ili jednaka nuli, no diskriminanta nam dava
tocno izraz koji nas i zanima

D = 4(arby + agby + ... + anby)? —4(a? + a3 + ... +a2) (b3 + 03+ ... +b2) <0
odakle dobivamo
(@ + a2+ ...+ a2)(b? + b3+ ...+ b2) > (arby + asby + ... + anby,)?

Ukoliko vrijedi jednakost dobivamo da mora biti b; = zga; za svaki i, gdje je ¢ nultocka funkcije f. Lako se provjeri
i drugi smjer odnosno da se pri takvom uvjetu proporcionalnosti postize jednakost. O

Iduéi teorem je direktna posljedica Cauchy-Schwarz nejednakosti i ¢esto ¢emo ga koristiti.



Teorem 2

(Cauchy-Schwarz nejednakost u Engel formi). Neka su aq,as, as, ..., a,, realni i by, ba, b3, ..., b, pozitivni realni
brojevi. Tada vrijedi

ai a3 a; +ag+ ... +an)?
G, %, 0y (mtae Gn)
bl b2 bn b1+b2++bn

Primjer 1. Dokazite da za sve pozitivne realne brojeve a, b, ¢ vrijedi
a?+ b2+ >ab+be+ ca

Rjesenje. Ova dobro poznata jednakost se moze vidjeti i direktno Cauchy-Schwarzove nejednakosti primjenjene
na nacin

(a® + % + ) (b + % + a®) > (ab+ be + ca)?
odakle trazena nejednakost slijedi korijenovanjem. <

Primjer 2. (Nesbitt). Neka su a, b, ¢ pozitivni realni brojevi. DokaZite da vrijedi
a b c 3
+ + >
b+c c+a a+b 2

Rjesenje. Primjetimo da je ekvivalentna nejednakost

((a+b)+(b+0)+(c+a))<bj—c+c—&1-a+aib> =7

a ova nejednakost direktno slijedi iz Cauchy-Schwarzove nejednakosti.

<
Rjesenje. Nejednakost mozemo rijesiti i primjenom Engelove forme tako da prosirimo razlomke,
2 2 2 32 2
D (atbt+o® _, a+b+c 3
b+c ab+ ca ~ 2(ab+ be + ca) 2(ab+bc+ca) ~ 2
cyc cyc
gdje smo na kraju koristili ve¢ poznatu nejednakost a® + b2 + ¢ > ab + bec + ca. q

U ovom primjeru se vidi generalna strategija koristenja Cauchy-Schwarz nejednakosti. U prvom rjesenju je to
trazenje prikladne ekvivalentne faktorizacije kako bi mogli primjeniti Cauchy-Schwarz nejednakost u originalnoj
formi, dok je u drugom to ,namjestanje" kvadrata kako bi iskoristili Engel formu.

Primjer 3. Neka su z,y, z pozitivni realni brojevi za koje vrijedi % + % + % = 2. Dokazite da vrijedi

VEtytz>Vr—14+y—1+vz—1
Rjesenje. Koristeéi Cauchy-Schwarz nejednakost imamo

2
(x+y+z)z%712 <va1>

cyc cyc

Iz uvjeta zadatka se lagano moze dobiti da je

z—1
it
x
cyc
sto uvrstavanjem u prethodnu nejednakost i korijenovanjem dava rezultat N
Primjer 4. Neka su ai,as,as,...,an i by, bs,bs, ..., b, pozitivni realni brojevi za koje vrijedi a1 + as + ... + ap, =
b1 + by + ... + b,. Dokazite da vrijedi

@i + a3 + .t an > 1( +ag+ ... +ay)
—(a1+az+...+a
a1 + by as + bsy a, +b, — 2 ! 2 "
Rjesenje. Iskoristimo Engel formu direktno da dobijemo da je lijeva strana veca ili jednaka od
(a1 +ag + ... + a,)? 1
=—(a1+ax+..+a
a1 +by+as+bs+...+a, +b, 2(1 2 n)

sto je i trebalo pokazati q




Zadaci

1. Neka su a, b, ¢ pozitivni realni brojevi takvi da je abc = 1. Dokazite da vrijedi

1 n 1 n 1 3
ad(b+c¢)  b(c+a) Ala+d)

2. Neka je P(x) = ax? + bz + ¢ kvadratni polinom s nenegativnim realnim koeficijentima. DokaZite da ako vrijedi

P(1) > 1, onda je
1
Plx)P|—| >1

3. Neka su a, b, ¢ pozitivni realni brojevi takvi da vrijedi a + b + ¢ + d = 4. Dokazite da vrijedi

a? b2 2 d?
> 2
a+b+b+c+c—|—d+d+a*

4. Neka su a, b, ¢ pozitivni realni brojevi takvi da vrijedi a? + b + ¢? = 3. Dokazite da vrijedi

1 n 1 n 1 S 3
1+ab 14+bc 14ca ™ 2
5. Neka su a, b, ¢ pozitivni realni brojevi. Dokazite da vrijedi
a? n b2 n c? S 3
(a+b)(a+c) (b+c)b+a) (c+a)(c+b) — 4

6. Neka su a, b, ¢ pozitivni realni brojevi. Dokazite da vrijedi
abc(a+b+c¢) < a’b+b3c+ a

7. Dokazite da za sve pozitivne realne a, b, ¢ vrijedi

VaBa+b)+ b(Bb+c)+e(Bc+a) <2(a+b+c)
8. Neka su a, b, ¢ pozitivni realni brojevi. Dokazite da vrijedi

2 + 2 n 2 S 27
bla+b) clc+b) ala+c) ™ (a+b+c)?

9. Dokazite da za sve pozitivne realne brojeve a, b, ¢ za koje je a? + b + ¢ = 3 vrijedi

a2 b2 2 +b+ 2
+ fo ¢ _ylatbio
24+b+c2 24c+a? 24+a+b? 12

10. Dokazite da za sve pozitivne reane brojeve a, b, ¢, z,y, z vrijedi

x oy oz 3x+y+z)

3 13 .3 3
a +b7 c >(a+b—|—c)

11. Neka su a, b, ¢ pozitivni realni brojevi. Dokazite da vrijedi

1 1 1 9
>
a2—|—b2+ab+b2+c2+bc+02—|—a2+ca “ (a+b+c)?

12. Neka su a, b, ¢ pozitivni realni brojevi za koje vrijedi

1 1 1
>
a+b+1+b+c+1+c+a+1 -

Dokazite da vrijedi
a+b+c>ab+ bc+ ca



13. Neka su a, b, ¢ pozitivni realni brojevi. Dokazite da vrijedi

3 3 3 3 3 3
a® + 3b b> + 3¢ ¢+ 3a 22(a2+b2+02)
5a +b 5b+c d5c+a 3

14. Neka su x,y, z pozitivni realni brojevi takvi da je xyz > 1. Dokazite da vrijedi

25 _ 22 ¥ — 2 S5 52

25+ y? + 22 +:cz—l—yf’—k,zQ +x2+y2+z5 -

15. Neka su x,y, z realni pozitivni brojevi za koje je ;—Z + 2L+ wiy <z +y+ z. Dokazite da vrijedi

1 1 1
<
x2+y+z+y2+z+x+zz+x+y -

16. Neka su a, b, ¢ pozitivni realni brojevi. Dokazite da vrijedi

(a® +2)(b* +2)(c* +2) > 3(a + b+ c)?

Vise zadataka moZete pronaci na wuw.skoljka.org.
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