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Uvod

Zadaci iz nejednakosti se vrlo ¢esto pojavljuju na raznim razinama natjecanja pa je zato poznavanje nejednakosti,
makar i samo osnovnih principa rjesavanja, vrlo pozeljno, s obzirom da tezina zadataka moze jako varirati.

Ovo predavanje je uvod u osnovne principe dokazivanja nejednakosti te u nejednakost medu sredinama (kvadratne,
aritmeticke, geometrijske i harmonijske sredine) kao osnovne nejednakosti, $to je u principu dovoljno za rjesavanje
nejednakosti do drzavne razine.

Zainteresiranima kao prirodni nastavak ovog predavanja preporuc¢am CSB (Cauchy-Schwarz-Bunjakovski) nejedna-
kost. Za vise ideja za rjeSavanje zadataka pogledajte [1].

Za pocetak, primijetimo da vrijede sljedece tvrdnje:
l.z>yiz<y = z=y,Vr,yeR
2. x>2yiy>z = x>z, Vr,y,z € R
. x>yia>b = x4+a>y+bVr,y,a,beR
4. 22y = xz+z>y+2,Vz,y,z € R
5. x>yia>b = xa>ybVe,y e Rx,y >0
6. t>0iy>0 = zy>0,Vr,y e R

7. 2R = 22>0,22=0samozaz =0

Primjer 1. Dokazite da za sve realne brojeve vrijedi:

a’ + b% > 2ab

Rjesenje. Prebacivanjem izraza s desne strane dobivamo ekvivalentnu nejednakost
a?—2ab+b>>0
(a—0b)*>0
$to je poznato da vrijedi. q

U dokazivanju nejednakosti tipi¢an pristup je krenuti s jednom stranom nejednakosti te pomocéu niza nejednakosti
doéi do trazene druge strane ili zapisati nejednakost u drugom ekvivalentnom obliku koji mozemo lako dokazati.

4 )
Oprez!

Ukoliko trazite niz ekvivalentnih nejednakosti, pripazite da nejednakosti zaista i jesu ekvivalentne. Naime,
djelovanje nekih operacija nad nejednakostima nije jednako kao kod jednakosti (npr. mmnozenje negativnim
brojem).

Jednako tako, ako krecete s jedne strane Zeljene nejednakosti, pripazite da mozete dokazati preslabu nejedna-
kost - npr. da je neki izraz veci od 3, iako treba dokazati da je vedi i od 5.
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KAGH nejednakosti (nejednakosti medu kvadratnom, aritmetickom, geometrijskom i harmonijskom sredinom) su
jedne od temeljnih nejednakosti. Za pocetak, definirajmo kvadratnu, aritmeticku, geometrijsku i harmonijsku
sredinu (za n brojeva oznalenih x1, 3, ..., Ty ):

N
Definicija 1 ¢ harmonijska sredina
n
H=~ 1 1
2 Tz Tt
e geometrijska sredina
G=3ry a0 ... T,
o aritmeticka sredina
1+ T2+ ...+ Ty
A =
n
e kvadratna sredina
. \/x%—i—x%—l—...—i—x%
n
. J
Teorem 2
Za pozitivne realne brojeve x1, ..., x, vrijedi nejednakost medu sredinamas:
K>A>G>H
Dodatno, jednakost vrijedi samo za x1 = x9 = - -+ = x,,.
Dokaz. Prvo dokazujemo AG nejednakost.
Dokazimo tvrdnju za n = 2.
1+
% > Vi T
— (z1 +22)% > day - 20
— x?—l—x%—i—le - To > 4wy - X0
<= :z:f+:r§—2z1-x2 >0
< (.’El — £U2)2 >0
sto vrijedi.
Ovdje lako slijedi kako jednakost vrijedi ako i samo ako je z1 = xs.
Dokaz za n > 2 ostavljam za vjeZbu Citatelju (hint: pokuSajte primijeniti ovaj dokaz na n =4) O

KA nejednakost vrijedi za sve realne brojeve.

Dokaz za KA i GH nejednakost slijedi kao zadatak 7.

Laksi zadaci
1. Dokazite da za sve realne brojeve a, b, ¢ vrijedi:

A+ +c>ab+be+ca
2. Dokazite da za nenegativne realne brojeve a, b, ¢ vrijedi nejednakost:

(a+b)(b+ c)(c+ a) > 8abc



3. Neka je a > 0. Dokazite da za sve realne brojeve x,y, z za koje je x + y + z = 0 vrijedi nejednakost:
(1+a*)(1+a%)(14+0a*)>8
Kada vrijedi jednakost?

4. Dokazite da za svaki realan broj x vrijedi nejednakost

242
i
2 +1
Kada vrijedi jednakost?
5. Neka su ay,aq, ..., a, pozitivni realni brojevi takvi da je aias - --a, = 1. Dokazite da vrijedi:

(a1—|—1)(a2+1)~--(an—|—1) > 2"
Kada vrijedi jednakost?

6. Dokazite da za sve pozitivne realne brojeve p, ¢ vrijedi nejednakost:

(P> +p+1)(*+q+1)>9pq

Umjereni zadaci
7. Dokazite KA i GH nejednakost.

8. Neka je x pozitivan realan broj. Odredite minimalnu vrijednost izraza
T+ =
x

9. (Nesbittova nejednakost) Neka su a, b, ¢ pozitivni realni brojevi. DokaZite nejednakost:

a . b L c >§
b+c¢c c¢c+a a+b 2

10. Za pozitivne realne brojeve a, b, c dokazite da vrijedi:

a? 4+ b? S a+b
a+b — 2

11. Dokazite da za sve pozitivne realne brojeve vrijedi

b be

ca
+—>a+b+c
c a b

12. Dokazite da za sve pozitivne realne brojeve a,b i prirodan broj n vrijedi nejednakost:

i/ < 41

T n+1

13. Ako je b > a > 0, odredite minimalnu vrijednost izraza:

L
a(b—a)

14. Neka su a, b, ¢ pozitivni realni brojevi za koje vrijedi a 4+ b + ¢ = 1. Dokazite nejednakost:

b+

1+ 9a? N 1+ 9p? 1+9¢? <4
14+2a+2b24+2c2  1+2a2+20+2c2 1+ 2a2+2b%2+ 2¢




Tezi zadaci

15. Neka su a, b, ¢ pozitivni realni brojevi takvi da je a + b+ ¢ = 3. Dokazite nejednakost:

a®+6 N b2 +6 N 2 +6 <3
202 +224+2c2+2a—1 2a2+224+2c24+2b—1 2a2+22+2c24+2c—1

16. Dani su realni brojevi zq, x1, ..., x, takvi da vrijedi zg > 1 > ... > z,,. Dokazite da vrijedi nejednakost:

1 1 1
To — Ty + + + ..+ —>2n

To — T1 Tl — T2 Tp—1 — Tn

17. Neka su a, b, ¢ pozitivni realni brojevi za koje vrijedi a? + b? 4 ¢? = 3. Dokazite da vrijedi:

a* 4+ 3ab® b +3b ¢t + 3ca®
a3 + 2b3 b3 + 2¢3 3 + 2a3

<4
18. Neka su a, b, ¢ pozitivni realni brojevi takvi da je a + b+ ¢ = 1. Dokazite da vrijedi:

a n b n c <11+1+1
a+b? b+c2 c+a?2 " 4\a c¢ ¢

19. Pri vrhovima komada kartona u obliku kvadrata duljine stranice a odsijecimo jednake kvadrate duljine stranice
z i od ostatka slozimo kutiju bez poklopca.
Odredi x tako da kutija bude maksimalnog volumena.

Vise zadataka moZete pronaci na wuw.skoljka.org.

@g mnm.hr n Mladi nadareni matematicari "Marin Getaldi¢" @ matematicari.mnm
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Hintovi

1. Pomnozite zadanu nejednakost s 2 te dokazite pomocu tvrdnje da je kvadrat nenegativan.
Primijenite AG nejednakost na svaki faktor s lijeve strane.

Primijenite AG nejednakost na svaki faktor s lijeve strane i iskoristite uvjet iz zadatka.
Pomnozite nejednakost sa vz2 + 1 i zatim iskoristite AG nejednakost.

Primijenite AG nejednakost na svaki faktor s lijeve strane.

S sk ® b

Ponovno primijenite AG nejednakost na svaki faktor s lijeve strane.

7. KA nejednakost

Primijenite ¢injenicu da je kvadrat broja nenegativan.
GH nejednakost

Primijenite AG nejednakost.

8. Koristite AG nejednakost na lijevoj strani kako biste dobili da je zadani izraz vedi ili jednak od nekog fiksnog
broja.

9. Supstituirajte izraze (a +b), (b + ¢), (¢ + a), primijenite zadatak 8..
10. 1. hint

Primijetite da je zadana nejednakost ekvivalentna sa sljede¢om:
a? + b? - (a+b)?
2 4

2. hint
Primijenite KA nejednakost.

11. Primijenite AG nejednakost na svaki par brojeva s lijeve strane i zbrojite te nejednakosti.
12. Primijenite AG nejednakost na (n + 1) brojeva.
13. Dodajte i oduzmite a s lijeve strane nejednakosti.

14. Primijetite da iz uvjeta zadatka vrijedi a® < a,b? < b,c? < c.

15. 1. hint

Dokazite da je svaki od pribrojnika manji ili jednak 1.

2. hint

Primijenite AG nejednakost na dio nazivnika svakog pribrojnika.
16. 1. hint

Raspisite xg — z, kao xg — 1+ 21 — 22+ ... + Tpy1 — Tp.

2. hint

Primijenite zadatak 8.

17. 1. hint

Primijenite AG nejednakost na nazivnike razlomaka s lijeve strane.
2. hint

Primijenite KA nejednakost na tako dobivenu nejednakost.

18. 1. hint

Koristite uvjet a + b + ¢ = 1 u svakom nazivniku i primijenite AG nejednakost na cijeli nazivnik.
2. hint

Primijenite AH nejednakost na tako dobiveni rezultat.

19. Odredite formulu za volumen, primijenite slicnu ideju kao u 13. zadatku i primijenite AG nejednakost.



Rjesenja
1. 1. nacin
Zadanu nejednakost mnozimo sa 2 i dobivamo ekvivalentnu nejednakost
A+ b2+ +2+ 2 +a?>2ab+ 2be + 2ca
Oduzimanjem 2ab + 2bc + 2ca s obje strane i zapisivanjem u obliku kvadrata binoma dobivamo:
(a=b)?*+(b—-c)+(c—a)*>0

Kako je kvadrat nenegativan broj, onda je lijeva strana suma nenegativnih brojeva pa zbrajanjem nejednakosti
dobivamo da je i ona nenegativna.

2. nacin - ovo je dokaz samo za pozitivne realne brojeve

Kao u prvom rjesenju, zadanu nejednakost mnozimo sa 2 i dobivamo ekvivalentnu nejednakost

AP+ 2+ +2+E+a?>2ab+ 2be + 2ca

a+b?

5 1 dobivamo:

Primijenimo AG nejednakost na

a® + b2 > 2ab

Analogno dobivamo i
b2 + % > 2be
A +a®> 2ca

Zbrajanjem ovih nejednakosti dobivamo trazenu nejednakost.
Napomena.
Primijetite da je sljedeéa nejedakost ekvivalentna AG nejednakosti:

T1+ X2+ T, > NYTIT2. . Ty
2. Primjenom AG nejednakosti na svaki faktor s lijeve strane dobivamo
(a+b)(b+ c)(c+a) > 2Vab - 2Vbe - 2y/ca = 8abe
sto je i trebalo dokazati.

3. Kao i u prethodnom zadatku, primjenom AG nejednakosti na svaki faktor s lijeve strane dobivamo

(1+a®)(1+a?)(1+a%) >2V1-a®-2V1-a¥ - 2V1-a* = 8Va%ava? = 8Var+v+> = 8Vad =8

AG nejednakost smijemo primijeniti s obzirom da su ¢lanovi na koje primijenjujemo pozitivni brojevi.

Preostaje odrediti kada vrijedi jednakost.

Dokazali smo da jednakost vrijedi (samo) kada su svi ¢lanovi na koje primijenjujemo KAGH nejednakosti jednaki.
Dakle u ovom slucaju jednakost vrijedi ako i samo ako je

1+a*=14d"=1+4a"

Odnosno
a®*=a¥=a

r=y=2=z

4. Pomnozimo nejednakost sa vx2 + 1 (kako je taj broj pozitivan, nejednakost i dalje vrijedi i ekvivalentna je

prethodnoj). Dobivamo
22 +2> 222+ 1
= @+ 1) +1>2v22+1

Primjenom AG nejednakosti na (22 + 1) + 1 dobivamo traZenu nejednakost.
Analogno, jednakost vrijedi ako i samo ako je



5. Primjenom AG nejednakosti na ay + 1 dobivamo:

ar + 1> 2/ax
Dobivamo:
(a1 +1)(az +1)---(an + 1) > 2"Vajaz - an
Koristenjem uvjeta zadatka vrijedi

2" Jaias - -a, = 2"

iz cega slijedi i trazena nejednakost.
Jednakost vrijedi ako i samo ako a; =1,a2 =1,...,a, = 1.

6. Primjenom AG nejednakosti na p? + p + 1 dobivamo:

PPAp+1>3Yp2-p-1=3p

Analogno dobivamo;
¢ +q+1>3q

Mnozenjem ovih nejednakosti dobivamo trazenu nejednakost
(P* +p+1)(¢* +q+1) > 9pq

7. KA nejednakost
Zelimo dokazati:

[22 + ... + 22 S T1+ T2+ ..+ 2y,
n - n

Prvo dokazimo nejednakost za sve nenegativne realne brojeve.
Lako se dokaze da je nejednakost ekvivalentna sljede¢oj nejednakosti:

3+ ..+ a2 < (1 + 22+ ... +2,)2
n - n?

= n-(@ b+ 22) > (o re o p,)?

Sada raspisivanjem izraza s desne strane, prebacivanjem na lijevu stranu nejednakosti i zapisivanjem izraza u obliku
sume kvadrata binoma dobivamo ekvivalentnu nejednakost:

D (@i—a;)’ >0
1,117
Ta nejednakost vrijedi s obzirom na ¢injenicu da je svaki kvadrat nenegativan.
Sada dokazimo da KA nejednakost vrijedi za sve realne brojeve.

Po prethodnom dokazu imamo
[22 + ...+ 22 S o + 2o+ ...+ T,
n o n
[22 + ... + a2 < o)+ ah+ .+l
n o n

\/x%+...+x% \/z’12+...+:r;l2 < y+ab+ ..+ R T

za nenegativne realne brojeve.
Uzmimo z = |z;|, dakle vrijedi:

No, takoder imamo:

n n n - n



¢ime je dokaz zavrsen.
GH nejednakost
Zelimo dokazati

T T2 Tn
sto je ekvivalentno sa:
1, 1 1
o T T T 1
n nlwlxz BN

Po AG nejednakosti imamo:

8. Za minimalnu vrijednost izraza (oznacimo ju sa t) mora vrijediti sljedece:
o izraz je uvijek vedi ili jedak od te vrijednosti (z + % >t)
e moguce je posti¢i tu vrijednost

Ako primijenimo AG nejednakost na zadani izraz, dobivamo

8
8

Sada dokazimo da je moguce postié¢i da izraz poprima vrijednost 2.
Jednakost se poprima ako i samo ako je

1
==
X
— 22 =1
<— =1

(s obzirom da je zadano da je x pozitivan). Kako zadana jednadZba ima rjeSenja (ima jedinstveno rjeSenje),
vrijednost 2 se postize, a lako je i uvrstiti x = 1 te se vidi da se vrijednost 2 stvarno postize.

9. Za Nesbittovu nejednakost postoji vise dokaza, ovdje ¢u prikazati jedan od njih.
Krenimo od lijeve strane nejednakosti;

a b c a+b+c a+b+c a+b+ec 1 1 1
+ + = + + —3=(a+b+c) + + -3
b+c¢c c+a a+bd b+c c+a a+b b+c¢c c¢c+a a+bd

Uvedimo nove oznake:

rz:=a+b
y:=b+c
z:=cH+a

Vrijedi (a + b+ ¢) = T+

Sada imamo:
1 1 1 r+y+z/(1 1 1
(a+b+c) + + 3= YA (S D) -3
b+c c+a a+bd 2 xr Yy =z

i trebamo dokazati;

1 1 1
l’+y+2<++>_32
2 r Yy z

N w



1 1 1
— (x4+y+2) ;—l—;—i—f —6>3

z

Mnozenjem izraza na lijevoj strani dobivamo:

1

1 1 r T z oz oz T r oz z
u+y+d(+~+)—6=+++y+y+y+++—6:3++y+++y+—6
x Yy oz r Yy z x Yy z x Yy =z y T oz x oz v

Po zadatku 8. vrijedi da je

Tl
y T
T
z X
Y42
=y
Pa je
x xr Zz z
34+ D 2 Y S 6>342242-6=3
y xT z T z Yy

sto je i trebalo dokazati.
10. Zadana nejednakost je ekvivalentna sljedecoj:

a?+b° _ (a+b)?
2 T 4

ﬁ+w2>a+b
2 T 2

pri ¢emu ova zadnja nejednakost vrijedi po KA nejednakosti.

11. Po AG nejednakosti vrijedi:

2
ab be s g e g
c a ac
Analogno vrijedi:
ab ca >
— + — a
c b
bc  ca
—F+ —>2
+ b =

Zato vrijedi:

1
f) T ‘;_2(“’ be b ca be ‘”)2 (2a+2b+2¢) =a+b+ec

- c a + c * b + a * b
sto je i trebalo dokazati.

12. Vrijedi:

nt1 nt1 b+b+..+b b
Vabt = "Wabh . p< LFOFOFHD_adn
n+1 n+1

pri ¢emu srednja nejednakost vrijedi po AG nejednakosti na brojevima a, b, ...,b (b se ponavlja n puta), a iz ovoga
slijedi tvrdnja zadatka.

13. Vrijedi:

1 1 2la - _a.il =

Dakle, izraz je vedi ili jednak 3, a za a = 1,b = 2 se postize vrijednost 3, dakle to je i minimum izraza.

14. Drzavno natjecanje 2019., SS A-1.3.


http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2019/2019-SS-drzavno-1234-zad+rj/2019-SS-drzavno-A-1234-rj.pdf

15. Drzavno natjecanje 2019., SS A-3.4.
16. Drzavno natjecanje 2009., SS A-4.2.
17. Drzavno natjecanje 2015. SS A-1.3.
18. Drzavno natjecanje 2015. SS A-2.4.

19. Volumen kutije je (a — 2z)%x, vrijedi a,2 € R,2x < aiz,a > 0.
Trebamo odrediti maksimalnu vrijednost tog izraza.

(a —22)%x = (a — 22)(a — 22)z = %(a —2z)(a —2z) - 4z

Po AG nejednakosti vrijedi:

a—2r+a—2x+4x
3

(a—2x+a—2x+4m
3

> ¥/(a—2z)(a — 2z) - 4z

3
) > (a —2z)(a —2z) - 4x

a—2x+a—2x+4x>3

(a—2x)(a—2x)~4x<< 3

Uvrstavanjem ove nejednakosti u gornju nejednakost dobivamo:

1 1/a—2 — 27 +4z\*

Cilj je dokazati da je to maksimum i odrediti za koji = se postize.
Jednakost u ovoj AG nejednakosti vrijedi ako i samo ako je

2a 3_2a3
3 ) 27

1
4

a—2r=a—2r =4x

6r =a
b
G

Dakle, postoji rjesenje ove jednadzbe za svaki a pa se postize jednakost, odnosno dobivena vrijednost je maksimum.

Tada vrijedi x = ¢ pa je to rjesenje.
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