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Uvod

Definicija 1
Neusmjereni graf G = (V, E) je uredeni par skupova V (vertices, skup vrhova) i E (edges, skup bridova) pri
¢emu su ¢lanovi skupa E dvoclani podskupovi skupa vrhova grafa koji predstavljaju vezu izmedu tih vrhova.

Intuitivno, vrhovi grafa su tocke ili kruzi¢i, a bridovi spojnice izmedu vrhova. Graf je konac¢an ako mu je skup
vrhova konacan. Ako skup bridova sadrzi uredene parove vrhova kazemo da je graf usmjeren.

Primjer 1. Medusobna rukovanja u skupu od 5 ljudi mozemo modelirati grafom pri ¢emu ¢e vrhovi predstavljati
osobe, a bridovi njihova rukovanja.

Primjerice, osoba B rukovala se s osobom A, ali nije s osobama C, D i E.

N
Oprez!
Ne mora svako sjeciste bridova oznacavati vrh. Primjerice, donji graf sadrzi 5 vrhova, oznaceni su slovima P,
Q, R, SiT. Sjeciste "duzina" QT i PS nije vrh grafa na slici.
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Definicija 2
Neka su U i V vrhovi grafa G. Ako u G postoji e = {U,V'} brid izmedu njih kazemo da su vrhovi U i V
susjedni te da je vth U (V) incidentan sa bridom e. Dva brida sa zajedni¢kim vrhom zovu se susjedni
bridovi.
J

U ovom predavanju promatrat ¢emo samo jednostavne grafove, odnosno ne¢emo dopustati vise razli¢itih bridova
izmedu neka dva vrha (viSestruke bridove) niti bridove koji spajaju neki vrh V' sam sa sobom (petlje).



Primjer 2. Graf koji sadrzi viSestruke bridove i petlju.

Definicija 3

Graf u kojemu je svaki par vrhova spojen bridovima naziva se potpun graf.

Potpun graf s n vrhova oznacavamo s K,.

Definicija 4
Stupnjem vrha V zovemo broj bridova incidentnih s vchom V' (broj bridova koji iz njega izlaze ili broj vrhova
koji su susjedni s njim) i oznacavamo ga s d(V'). Vrh je izoliran ako je stupnja 0.

Graficki, stupanj vrha V je broj bridova koji izlaze iz njega.
Teorem 5 (Lema o rukovanju)

Zbroj stupnjeva svih vrhova u grafu je paran.

Korolar 6

Broj vrhova s neparnim stupnjem je paran.

Definicija 7

Setnja u grafu je niz vrhova u kojemu je svaki vrh (osim prvoga) susjedan sa svojim prethodnikom u nizu,
a put je Setnja u kojem nema ponavljanja vrhova. Ciklus je niz vrhova u kojemu su svaka dva uzastopna
povezana i svi osim prvog i zadnjeg su razliciti.

Definicija 8
Graf je povezan ako izmedu svaka dva vrha tog grafa postoji neki put. Ako graf nije povezan mozemo ga
rastaviti na komponente povezanosti.

Definicija 9
Graf je bipartitan ako mu ¢vorove mozemo odvojiti u dva skupa (particije) tako da ne postoji brid koji
povezuje dva vrha iz istog od ta dva skupa.

Drugim rijecima, bipartitnom grafu mozemo ¢vorove obojiti u crno i bijelo tako da svaki brid povezuje ¢vorove
razli¢ite boje.



Teorem 10

Graf je bipartitan ako i samo ako ne sadrzi ciklus neparne duljine.

Dokaz. Neka su A i B skupovi u koje particioniramo bipartitan graf.

Pretpostavimo prvo da je graf bipartitan, odnosno takvi skupovi postoje. Pretpostavimo da postoji neparan ciklus
(vo,e1,v1,...,€ek, V), k neparan, i bez smanjenja opéenitosti neka je vg € A. Sada jev; € B,vs € A, ..., vy € B,
no vg = vy, jer je to ciklus. Time je dobivena kontradikcija.

Obratno, neka graf nema neparnih ciklusa. MoZemo pretpostaviti da je graf povezan, inace se dokaz provodi za
svaku komponentu povezanosti zasebno. Konstruiramo skupove A i B: odaberemo neki vrh v i sve dok nismo
"pokupili" sve vrhove, v stavimo u A, prve susjede svih vrhova iz A stavljamo u B, a prve susjede svih vrhova iz
B stavljamo u A. Taj algoritam mora stati jer je graf konacan i povezan. Pretpostavimo da je neki vrh w u oba
skupa A i B. To znaci da imamo Setnju neparne duljine koja pocinje i zavrSava u w, ondnosno iz v u w smo na
jedan nacin mogli doéi u parno mnogo koraka, a na drugi na¢in u neparno mnogo koraka (jer je w € Aiw € B).
Ali time dobivamo kontradikciju jer smo pretpostavili da graf nema neparnih ciklusa. O

Definicija 11

Setnju koja sadrzi sve bridove toé¢no jednom (svi bridovi su posjeéeni to¢no jednom) zovemo Eulerova staza,
a ako ta Setnja pocinje i zavrSava u istom ¢voru nazivamo ju Eulerova tura. Eulerov graf je graf u kojem
postoji Eulerova tura.

S Eulerovim grafovima sigurno ste se sreli u problemima crtanja raznih oblika (koji su zapravo bili grafovi) bez
podizanja olovke s papira.

Definicija 12
Povezani graf koji ne sadrzi cikluse zove se stablo. Graf u kojemu je svaka komponenta povezanosti stablo
zovemo sumom. Vrh u stablu stupnja 1 zove se list.

Klasican primjer vizualizacije stablom je prikaz obiteljskog stabla.

Teorem 13

Sljedece tvrdnje su ekvivalentne:
e Graf je stablo.
e Graf nema ciklusa i dodavanjem brida dobije se ciklus.
e Graf je povezan i micanjem brida prestaje biti povezan.
e Graf je povezan i ima jedan brid manje nego ¢vorova.

e Izmedu svaka 2 ¢vora u grafu postoji jedinstven put.

Definicija 14

Sparivanje u grafu G = (V, E) je podskup bridova S C E takav da je svaki vrh incidentan najvise s jednim
bridom iz S. Vrhove incidentne s bridom iz S zovemo zasi¢enim, a u suprotnom nezasi¢enim. Sparivanje
koje zasi¢uje sve vrhove zovemo savrsenim sparivanjem.




Teorem 15 (Hall’s Marriage Theorem)
Neka je G bipartitan graf s biparticijom V = X UY. Za skup vrhova A C V oznac¢imo s N(A) skup svih

vrhova susjednih nekom vrhu iz A. Graf G dopusta sparivanje koje zasi¢uje sve vrhove iz X ako i samo ako
vrijedi uvjet |[N(A)| > |A| za svaki A C X.

Primjer 3. Pretpostavimo da imamo 6 darova koje zelimo podijeliti petero prijatelja (svakome po jedan), pri emu
za svaku osobu znamo koje od darova zeli dobiti. Mozemo li podijeliti darove tako da svatko dobije dar koji zeli?

Laksi zadaci

Koliko bridova ima potpun graf sa n vrhova?
Dokazi Teorem 5 i Korolar 6.
Dokazite da u grupi od 50 ljudi postoje barem dvije osobe koje imaju jednak broj prijatelja unutar te grupe.

Koji je najveéi broj vrhova u grafu koji ima 19 bridova i u kojemu je stupanj svakog vrha barem 37

A

Je li mogucée umreziti 77 racunala tako da je svako rac¢unalo direktno povezano sa to¢no 15 drugih racunala?

n—1

6. Dokazite da je graf sa n vrhova kojima je stupanj najmanje nuzno povezan.

7. Supruznici Ana i Tomislav dosli su na zabavu na kojoj su sudjelovala jos cetiri para. Prilikom dolaska dogodio
se izvjestan broj rukovanja. Pritom se nitko nije rukovao sa svojim bra¢nim drugom niti sa samim sobom. Kada
je kasnije Tomislav upitao sve prisutne s koliko su se osoba rukovali, dobio je devet razli¢itih odgovora. S koliko se
osoba rukovala Ana?

Ozbiljnija primjena

8. Neka je X skup prvih 100 prirodnih brojeva. Dokazi da je svakom 30-¢lanom podskupu S od X mogucée dodati
jos jedan element iz X na nacin da su svi dobiveni 31-¢lani podskupovi medusobno razli¢iti.

9. Na natjecanju sudjeluje 300 natjecatelja. Svaka dva natjecatelja se medusobno ili poznaju ili ne poznaju, a ne
postoje tri natjecatelja koji se svi medusobno poznaju. Odredi najveé¢u moguéu vrijednost broja n tako da vrijede
sljedec¢i uvjeti:

e Svaki natjecatelj poznaje najvise n ostalih natjecatelja.

e Za svaki prirodni broj m takav da je 1 < m < n postoji barem jedan natjecatelj koji poznaje tocno m ostalih
natjecatelja.

10. U jednom gradu je M ulica i N trgova, pri ¢emu su M i N prirodni brojevi takvi da je M > N. Svaka ulica
povezuje dva trga i ne prolazi kroz druge trgove. Gradani zele promijeniti izgled grada. Ove godine svaka ce ulica
biti po prvi put obojena crveno ili plavo. Dogovoreno je da se svake godine odabere jedan trg, te svim ulicama koje
vode do tog trga istovremeno promijeni boja iz plave u crvenu i obratno. Dokazi da gradani mogu odabrati boje
ulica tako da se nikad u buduénosti ne moze dogoditi da sve ulice budu iste boje.

11. U nekoj drzavi izmedu svaka dva grada postoji ili izravna autobusna ili izravna Zeljeznicka veza (sve veze su
dvosmjerne i ne prolaze ni kroz jedan drugi grad). Dokazi da je gradove u toj drzavi moguce rasporediti u dva
disjunktna skupa tako da je sve gradove u jednom skupu moguce obiéi putujuéi samo zeljeznicom tako da se nijedan
grad ne posjeti dvaput, a sve gradove u drugom skupu putujuéi samo autobusom tako da se nijedan grad ne posjeti
dvaput.

12. U nekoj zemlji postoji barem 101 grad. Glavni grad te zemlje spojen je sa 100 gradova izravnim (dvosmjernim)
zrakoplovnim linijama. Svaki grad osim glavnog grada spojen je s 10 drugih gradova. Poznato je da se iz bilo kojeg
grada moze doé¢i u bilo koji grad unutar te drzave. Dokazite da je moguce zatvoriti polovicu zrakoplovnih linija
glavnog grada tako da se sa¢uva svojstvo da se iz svakog grada moze dod¢i u bilo koji drugi grad.
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Hintovi

1. S koliko je drugih vrhova spojen svaki vrh?
2. Promotri kako bridovi utje¢u na zbroj svih stupnjeva.
3. Koje su sve moguénosti za broj prijateljstava neke osobe?

4. Iskoristi Z d(v) = 2 (broj bridova).
veV

5. Modeliraj situaciju kao graf i iskoristi Lemu o rukovanju.
6. Pretpostavi da takav graf nije povezan.

7. Ispitaj slucajeve po stupnjevima vrhova.

8. Iskoristi Hallov teorem.

9. Moze li trazena vrijednost biti 2017

10. Promatrajte parnost transformacija ili cikluse u grafu.

11. Odvojite gradove koje mozete obi¢i samo autobusom i one koje mozete obi¢i samo zeljeznicom i promatrajte
par najvecih takvih skupova. Sto ako oni ne obuhvacaju sve gradove?

12. Promatraj situaciju koja nastane ako uklonis glavni grad i linije iz njega.



Rjesenja

1. Svaki od n vrhova povezan je sa svakim od preostalih n — 1 vrhova, a buduéi da tako svaki brid prebrojavamo
n-(n—1)

—a

2. Svaki brid pridonosi zbroju stupnjeva svih vrhova sa 2 buduéi da spaja 2 vrha pa svakome od njih povecéava

tocno 2 puta, ukupni broj bridova je

stupanj za 1. Zbog toga je Z d(v) = 2 - (broj bridova), odnosno paran broj.

veV
Kada bi broj vrhova s neparnim stupnjem bio neparan ukupna suma stupnjeva svih vrhova u grafu bila bi neparna,

Sto nije moguce po teoremu 5 kojeg smo pokazali.

3. Svaku osobu mozemo zamisliti kao vrh grafa, a prijateljstva kao bridove medu njima. Zadatak je pokazati da
postoje barem 2 vrha istog stupnja.

Buduéi da imamo 50 vrhova, svaki od njih moze biti stupnja najmanje 0 i najvise 49 (ukupno 50 moguénosti).
Medutim ne mozemo istovremeno imati vrh koji je povezan sa svima ostalima (stupnja 49) i vrh koji nije povezan
ni sa kojim drugim (stupnja 0) pa vidimo da imamo najvise 49 razli¢itih moguénosti za stupnjeve svakog vrha. Po
Dirichletovom principu sigurno postoje barem 2 vrha istog stupnja.

Tvrdnja se analogno moze pokazati za proizvoljan broj vrhova n.

4. 1z 3- (broj vrhova) < Z d(v) = 2-(broj bridova) dobivamo ocjenu (broj vrhova) < 12, a vidimo i da je jednakost
veV

moguce postiéi konstruiranjem takvog grafa.

5. Zamislimo to kao graf pri ¢emu su racunala vrhovi grafa, a njihova povezanost bridovi. Kada bi trazeni graf

postojao, svaki od 77 vrhova morao bi biti stupnja to¢no 15 pa bi zbroj stupnjeva svih vrhova bio 77 - 15 Sto nije

paran broj. Zato zakljucujemo da to nije moguce.

6. Pretpostavimo suprotno, graf nije povezan. Tada postoje 2 vrha koja nisu povezana te svaki od njih ima barem

susjednih vrhova i oni su razlic¢iti jer bi inace postojao put izmedu ta dva vrha za koje smo pretpostavili da

-1 -1
nisu povezani. Tada imamo ukupno barem 2 + nT + i 5

= n + 1 vrhova, s$to je kontradikcija.

7. drzavno 2011, SS1A, 5. zadatak

8. Neka je G = (V, E) graf kojemu su vrhovi 30-¢lani i 31-¢lani podskupovi zadanog skupa X, a bridovi neka
oznacavaju svojstvo podskupa (vrhovi Uy i Us su povezani ako je Uy C Us ili Uy C Up). Primijetimo da je tada
skup vrhova particioniran na Vg (vrhove koji predstavljaju 30-¢lane podskupove) i V31 (vrhove koji predstavljaju
31-¢lane podskupove). Tvrdnja zadatka je da postoji sparivanje koje zasi¢uje sve vrhove iz Vag. Provjerom uvjeta
Hallovog teorema slijedit ¢e tvrdnja.

Promatramo proizvoljnih & vrhova iz V3o - svaki od njih je stupnja je 70. Tako vidimo da je ukupan broj bridova

koji izlaze iz V3¢ jednak 70k. S druge strane, svaki vrh iz V3; incidentan je s 31 vrhom iz V3, pa je broj susjeda

promatranih k£ vrhova barem ?—lk > k.

9. drzavno 2018, SS4A, 5. zadatak
10. drzavno 2017, SS2A, 5. zadatak
11. drzavno 2015, SS3A, 3. zadatak

12. Turnir gradova 1982.

Skica rjesenja:

Neka vrhovi grafa oznacavaju gradove, a bridovi zrakoplovne linije. Neka je A glavni grad, By,..., Bigy gradove
direktno povezane sa glavnim gradom i C1,... ostali gradovi u toj drzavi. Sada su svi vrhovi stupnja 10, osim
A koji je stupnja 100. Uklonimo li vrh A i njemu incidentne bridove, ostaju nam vrhovi By, ..., Bigo stupnja 9 i
Cq, ... stupnja 10. Svaki vrh B; povezan je s barem jos jednim vrhom istog stupnja, inace bismo dobili graf sa samo
jednim vrhom neparnog stupnja. Zato mozemo svakom takvom vrhu stupnja 9 koji je povezan s barem jos jednim
takvim dodati brid koji ga povezuje s A, a ostalima iz komponente povezanosti ne dodajemo brid koji ga povezuje
s A jer su sa A povezani preko vrha kojemu smo dodali brid. Dodavanja bridova bit ¢e najvise 50 jer je svaki vrh
stupnja 9 povezan s barem jos jednim vrhom stupnja 9 kojemu neéemo dodati brid. To znaci da barem 50 od 100
zrakoplovnih linija iz glavnog grada mozemo ukinuti, a da se sacuva svojstvo povezanosti.
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