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Uvod

Teorija kongruencija ili modularna aritmetika stvorio je poznati njemacki matematicar Carl Friedrich Gauss.
Objavio ju je u djelu Disquisitiones Arithmeticae 1801. godine.

Najbolji primjer ovog moé¢nog alata je mjerenje vremena u takovanu aritmetiku modulu 24, djele¢i dan na
24 sata nakon Cega brojanje vremena krece iz ponova.

Definicija 1
Neka je n prirodan broj, te neka su a i b cijeli brojevi. Ako n dijeli razliku a b, tada kazemo da je a kongruentan
b modulo n, ili da su a i b kongruentni modulo n, te piSemo a = b (mod n).

Primjer 1. 17 =5 (mod 12)
5=5 (mod 12)

24 =0 (mod 12)

6 = 34 (mod 40).

Teorem 2

Neka su a,b € Zin € N. Vrijedi a =b (mod n) ako i samo ako a i b daju isti ostatak pri dijeljenju s n.

Teorem 3
Vrijede sljedeéa svojstva kongruencija:
1. a = a (mod n) za sve cijele brojeve a i sve prirodne brojeve n
2. ako je a =0 (mod n) onda je i b =a (mod n)
=b

mod n) i b= ¢ (mod n) onda je a = ¢ (mod n)
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6. ako je a =b (mod n) i k € N onda je a* = b* (mod n)

7. ako je ac = bc (mod n) i M(¢,n) =1 onda je a = b (mod n);
opcenito vrijedi ako je ac = be (mod n) onda je a = b (mod W)

Primjer 2. Dokazite da kvadrat cijelog broja moze biti kongruentan iskljuc¢ivo 0 ili 1 mod 3.
Rjesenje.
Promotrimo 3 slucaja.

1. slucaj n =0 (mod 3)



Zakljuéujemo n? = 02 =0 (mod 3).

2. sluéaj n =1 (mod 3)
Zaklju¢ujemo n? = 12 =1 (mod 3).

3. sluéaj n =2 (mod 3)
Zakljuéujemo n? = 22 =1 (mod 3).

Stoga i zaklju¢ujemo da vrijedi i tvrdnja zadatka. q

Laksi zadaci
1. Dokazite da kvadrat cijelog broja moze biti kongruentan iskljuéivo 0 ili 1 mod 4.
2. Koja je posljednja znamenka broja 3337
3. Dokazite da za svaki a € N i svaki n € N vrijedi:
a"=1 (moda+1)ilie"=-1 (moda-+1)
4. Dokazite da je svaki prost broj veéi od 3 oblika 6k + 1 ili 6k — 1, kK € N.

Umjereni zadaci

5. Neka je n prirodan broj i neka je S zbroj svih prirodnih brojeva od 1 do n.
Dokazite da broj S ne moze za 1 manji od visekratnika broja 3.

6. Dokazite da je zbroj kubova triju uzastopnih cijelih brojeva djeljiv s 9.
7. Dokazite da 7 dijeli 2712 4 327*! za sve prirodne brojeve n.

8. Ako je zbroj kvadrata triju prostih brojeva a, b, ¢ prost broj, dokazite da je barem jedan od brojeva a, b, ¢
jednak 3.

Tezi zadaci

9. Odredite sve prirodne brojeve m i n za koje je 6™ + 2™ 4+ 2 potpun kvadrat.

10. Dokazite da postoji prirodan broj koji zapoc¢inje znamenkama 1938472638628, a djeljiv je brojem 2022.

Vise zadataka moZete pronaci na www.skoljka.org.


www.skoljka.org

Hintovi

-

Primijenite ideju kao u primjeru 2.

Primijetite kako se nakon nekog vremena zadnje znamenke, odnosno ostaci pri dijeljenju s 10 poc¢inju ponavljati.
Primijetite kako je b= —1 (mod b+ 1).

Moze li prost broj biti oblika 6k, 6k + 2, 6k + 3 ili 6k + 47

Promatrajte slucajeve ovisno o ostatku pri dijeljenju broja n sa 3.

Zapisite brojeve kao k — 1, k, k + 1.

Preoblikujte izraz tako da je u potencijama samo n te koristite svojstva kongruencija kod potencija.

Pretpostavi suprotno i isprobaj djeljivost s 3.

© ® N o vk ® N

Primijetite da je zadani broj paran, $to znaci da je djeliv i sa 4 (s obzirom da je potpun kvadrat).

10. Postoji li takav broj koji se sastoji od nekoliko ponavljanja zadanog niza te znamenaka 07



Rjesenja

1. Sliéno kao u primjeru 2. pogledajmo 4 slucaja:
1. slucaj n =0 (mod 4)

= n?=02=0 (mod 4)

2. sluéaj n =1 (mod 4)

= n?=12=1 (mod 4)

3. sluéaj n =2 (mod 4)

= n?=22=0 (mod 4)

4. slucaj n =3 (mod 4)

= n2=3%=1 (mod 4)

2. Primijetimo kako vrijedi:

3' =3 (mod 10)
32=9 (mod 10)
33=7 (mod 10)
31 =1 (mod 10)
3°=3 (mod 10)

Zato zakljuéujemo da je 333 =3 (3%)® =3 .1 =3 (mod 10) pa je zadnja znamenka danog broja 3.

3. Kakoa+1|a+1 < a—(-1)|a+1, zakljucujemo da je a = —1 (mod a + 1).
Sada, mnoZenjem navedenog izraza n puta dobivamo a™ = (—1)", odakle slijedi tvrdnja zadatka.

4. Promotrimo preostale ostatke prirodnog broja n > 3 pri dijeljenju sa 6.

n =0 (mod 6)

No, tada je n djeljiv s 2, a kako je veéi od 2, zaklju¢ujemo da nije prost.

n =2 (mod 6)

Analogno, tada je n djeljiv s 2, a kako je veéi od 2, zakljucujemo da nije prost.
n =3 (mod 6)

Tada je n djeljiv s 3, a kako je veéi od 3, zakljucujemo da nije prost.

n =4 (mod 6)

No, kao i u ranijim slucajevima, tada je n djeljiv s 2, a kako je veéi od 2, zakljuéujemo da nije prost.
Preostaje zakljuciti kako su jedine preostale moguénosti za prosti broj brojevi oblika 6k + 1 i 6k — 1.

5. Zupanijsko natjecanje 2014., SS A-2.1.
6. Zelimo odrediti (k — 1)% + &* + (k + 1)® (mod 9).
k=12 +k+(k+1)3=k -3k +3k — 1+ k> + k3 + 3k + 3k + 1
= 3k(k* + 2)
Vidimo da je Zeljeni izraz djeljiv s 3, dakle ostaje provjeriti (k% +2) (mod 3).

To provjeravamo za sve tri moguénosti:

k=0 (mod3) = k(k*+2)=0 (mod 3)

k=1 (mod3) = k(k*+2)=1-(142)=0 (mod 3)

k=2 (mod 3) k(k*+2)=2-(242)=0 (mod 3)

7,202 43204l — 4.9 1 3.9" = (=3)-2"+3-2" =0 (mod 7).

8. Zupanijsko natjecanje 2009., SS A-2.4.

9. Drzavno natjecanje 2009., SS-A 3.1.

10. Oznadimo sa t niz znamenaka 1938472638628 (za rjeSenje je potpuno nebitno o kojem je nizu znamenaka rijec).
Promotrimo brojeve: t,tt, ..., tt..t pri ¢emu zadnji od brojeva ima 2023 puta niz znamenaka t.

Po Dirichletovom principu, medu tim brojevima postoje barem 2 s istim ostatkom pri dijeljenju sa 2022. Njihova
je razlika djeljiva brojem 2022, a kako zapocinje nizom znamenaka ¢ zadovoljava uvjete zadatka.


http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2014/2014-SS-zupanijsko-1234-zad+rj/2014-SS-zupanijsko-A-1234-rj.pdf
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2009/2009-SS-zup-1234-AB-zad+rj/2009-SS-zup-1234-A-rj.pdf
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2009/2009-SS-drz-AB-1234-zad+rj/2009-SS-drz-A-1234-zad%2Brj.pdf

