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1

Osnovni lanac

Zadatak 1

(Skoljka) Ako je 22 = 42 mod n, je li nuzno z =y mod n?
Prvo rjeSenje: Prebacimo sve na istu stranu

22 —y>*=0 (mod n)
(z—y)(z+y) =0 (modn)

Iz ovoga se jasno vidi da je i x = —y (mod n) rjeSenje. Naravno,
potrebno je provjeriti je li moguée da je z = —z (mod n) za sve x.
Ako vrijedi za sve x onda vrijediiza x =1

1=-1 (modn)
2=0 (mod n)

Dakle, ako je n > 2, nije nuzno, nozan =11in = 2 je.

Drugo rjeSenje: Sjetimo se ¢injenice da x?> = (—x)%. Ako su brojevi
jednaki sigurno daju isti ostatak pri dijeljenju sa bilo kojim brojem n.
Ponovno, odmah je o¢ito da je x = —y (mod n) rjeSenje. Naravno,
potrebno je provjeriti je li moguce da je x = —z (mod n) za sve z.
Ako vrijedi za sve x onda vrijediiza z =1

1=-1 (modn)
2=0 (mod n)

Dakle, ako je n > 2, nije nuzno, nozan=11in =2 je.
Priznaje se i rjeSenje kontraprimjerom, npr.

1?=2% mod 3

1#2 mod 3



Zadatak 2

Postoji li broj koji je visekratnik od 2, ali ne i visekratnik od 4 i potpun
je kvadrat?

Rjesenje:
U obliku jednadzbe, problem je naé¢i n € N takav da

dn + 2 = g2
Ako pogledamo obje strane jednadzbe modulo 4, dobijamo
2> =2 mod 4

No prisjetimo se da ako je cijeli broj  paran, x = 2k, onda njegov
kvadrat daje ostatak O pri dijeljenju sa cetiri.

22 =4k>=0 mod 4

Ako je x neparan, x = 2k + 1, onda njegov kvadrat daje ostatak 1 pri
dijeljenju s Cetiri.
2?2 =4k’ 4+4k+1=1 mod 4

Dakle, kvadrat nekog broja moze davati jedino ostatke 0 ili 1 pri dijel-
jenju sa Cetiri.
Dakle, broj kakav se trazi u zadatku ne postoji.



Neka je p > 2 prost broj i zbroj dvaju kvadrata. Pokazi da je p — 1
djeljiv s 4.

Rjesenje: Neka su x,y € N takvi da
?+yt=p

Ako su z i y oba parna ili oba neparna, onda su i 2% i ? oba parna
ili oba neparna, a onda je njihov zbroj paran, no jedini paran prost
broj je 2, a p > 2. Dakle, z i y su razli¢itih parnosti. Neka je z = 2k,
y=2l+1zak,leN.

(2k)*+ (20 +1)2=p
4 + 4P+ 4+ 1=p

Pogledajmo jednadzbu modulo 4 i vidimo

p=1 mod4
p—1=0 mod 4

Sto je trebalo pokazati.
Za koje brojeve d € {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} vrijedi svojstvo da za sve

prirodne brojeve n vrijedi da d" daje uvijek isti ostatak pri dijeljenju
s 107

RjesSenje:

Kako bismo odmah eliminirali neke kandidate, pogledajmo za koje vri-
jedi d®> = d mod 10.

Provjerom utvrdujemo da to vrijedi za d = 0, 1,5, 6.

Za formalan dokaz da ako vrijedi d> = d mod 10, onda vrijediid” = d
mod 10 za svaki n € N pricekajmo Metamath tjedan indukcije.




Dokazi da
2ln—3 . 15n+2
i

4 4
ne mogu oba biti cijeli brojevi za isti n € N.

RjesSenje:
Ako su oba cijeli brojevi, onda je i njihova razlika cijeli broj:

2ln—3—-15n—2 6n—>5
4 4

No 6n — 5 nije djeljivo sa cCetiri.

6n—5=6m+3=2n+1=11i3 mod4

Pronadi prirodne brojeve x, y koji zadovoljavaju jednadzbu 2% + 4z +
1 = 492

Rjesenje:
Zapisimo jednadzbu kao

22+ 1 =4y —4x
te ju promotrimo modulo 4:

224+1=0 mod 4
= -1 mod 4
r*=3 mod 4
No to je nemoguce jer smo pokazali da kvadrat broja daje ostatak 0 ili
1 pri dijeljenju sa cetiri.
Dakle, nema prirodnih brojeva koji zadovoljavaju jednadzbu.




Dokazite da postoji prirodan broj koji zapocinje znamenkama
1938472638628, a djeljiv je brojem 2022.

Rjesenje 1:
Broj 19384726386282022 daje neki ostatak k pri dijeljenju s 2022, tj.

10384726386282022 = & mod 2022
(za neki k € {0,1,2,...,2021})

19384726386282022 — k =0 mod 2022

Budué¢i da je £ < 2022, trazene ¢e znamenke u broju ostati iste, a
trazeni broj je onda

19384726386282022 — k
RjeSenje 2: Od 2022 uzastopna broja
19384726386280000, 19384726386280001, . . ., 19384726386282021

Sigurno ¢e jedan biti djeljiv s 2022.




2 Ozbiljniji lanac

Koje su posljednje dvije znamenke broja 1720227

Rjesenje:
Trazimo 17%°?2 mod 100.

172 =89 mod 100

17 =21 mod 100

17 =41 mod 100

17 =41-89 =49 mod 100
17 =492=1 mod 100

Pa je

)89 =89 mod 100

172022 = 172020 . 172 = (1720

Dakle, zadnje dvije znamenke su .




Zadatak 2

Fibonaccijev niz je niz brojeva 1,1, 2,3, 5,8, 13, .. ., gdje je svaki sljedec¢i
broj zbroj dva prethodna. Koji je ostatak pri dijeljenju stotog ¢lana
Fibonaccijevog niza brojem 87

Rjesenje: Ne trebamo se muciti zbrajati brojeve pa onda gledati
mod 8. Zbog svojstva zbrajanja kongruencija, dovoljno je je poceti od
1,11 zbrajati mod 8.

1 mod 8 (1)
1 mod 8 (2)
2 mod 8 (3)
3 mod 8 (4)
5 mod 8 (5)
0 mod 8 (6)
5 mod 8 (7)
5 mod 8 (8)
2 mod 8 (9)
7 mod 8 (10)
1 mod 8 (11)
0 mod 8 (12)
1 mod 8 (13)
1 mod 8 (14)
2 mod 8 (15)
3 mod 8 (16)
5 mod 8 (17)

(18)

Primijetimo da smo u 13. i 14. ¢lanu niza opet dosli do 1,1 pa ¢e se
uzorak ponavljati. Nakon 12 c¢lanova, opet smo kao na prvom ¢lanu.
Zato ¢e 1 97. = 8- 12 + 1. ¢lan biti 1 pa ¢e 98. ¢lan biti 1, 99. ¢lan ce
biti 2, a stoti ¢lan ée biti 3.

Dakle, 100. ¢lan Fibonaccijevog niza daje ostatak 3 pri dijeljenju s 8.



Zadatak 3

U godini N, tristoti dan je utorak. U godini N+1, dvjestoti dan je
takoder utorak. Koji dan u tjednu je bio na stoti dan godine N-17

Rjesenje:

Postoji ili 200 + 65 = 265 ili 200 + 66 = 266 dana izmedu prva dva
datuma, ovisno o tome je li godina prijestupna godina ili ne. Budu¢i da
je 266 = 0 mod 7, moguce je da su oba dana utorak. Dakle, imamo
prijestupnu godinu, a vazna informacija je da N — 1 nije. Postoji
265 4 300 = 565 dana izmedu zadanih dana u godinama N — 11 N.
Buducdi da je

565 =5 mod 7

i buduéi da oduzimamo dane, ostaje nam 5 dana prije utorka, a to je
Cetvrtak.



Zadatak 4

(Skoljka) Broj aabb je kvadrat prirodnog broja (a i b su znamenke).
Koji je to broj?

Rjesenje:
Prvo, kojom znamenkom uopée moze zavr§iti kvadrat broja? Ako je
n = 10z + y, onda

n? = (10z + y) = 1002” 4 20xy +3* = y* mod 10

Ako je y €  {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}, onda je y* €
{0,1,4,9,16,25,36,49,64,81} pa zadnja znamenka kvadrata moze
biti samo 0, 1, 4, 5, 6 ili 9.

Zato i za nas b vrijedi b € {0,1,4,5,6,9}.

Iz prethodnih rjeSenja znamo i da kvadrati daju ostatak 0 ili 1 pri
dijeljenju s 4.

Provjerimo mogucénosti:

b=0 = bb=00=0 mod 4 Dakle, b = 0 je mogucénost
b=1— bb=11=3 mod 4 Dakle, b = 1 nije moguc¢nost
b=4 — bb=44=0 mod 4 Dakle, b = 4 je mogucnost
b=5 =— bb=55=3 mod 4 Dakle, b = 5 nije moguc¢nost
b=6 — bb=66=2 mod 4 Dakle, b = 6 nije moguc¢nost
b=9 — bb=99=3 mod4 Dakle, b = 99 nije mogucnost

Sada imamo b € {0,4} Da bi kvadrat zavrSavao na 00, broj kojeg
kvadriramo mora biti djeljiv s 10. Brojevi koji su djeljivi s 10 ¢iji su
kvadrati cetveroznamenkasti su 40, 50, 60, 70, 80, 90. Niti jedan od
njih ne daje kvadrat oblika aabb.

Dakle, b = 4.

Koje ostatke mogu davati kvadrati mod 97

n 01 2 3 45 6 7 8
n> 01 4 0 7 70 41

Kvadrat broja moze davati ostatke 0, 1, 4 i 7 pri dijeljenju s 9.
Prirodni je broj djeljiv s 9 ako mu je zbroj znamenki djeljiv s 9. Zbroj
znamenki naseg broja je 2a + 8.



...nastavak

Ako nas broj daje ostatak 0 pri dijeljenju s 9, vrijedi:

204+ 8 =0 mod9
2a = —8 mod 9
a=—4 mod?9
a=5 mod9 = a=5

Ako nas broj daje ostatak 1 pri dijeljenju s 9, vrijedi:

2a+8=1 mod?9
2a = —7 mod 9
20 =2 mod 9
a=1 mod9 = a=1

Ako na$ broj daje ostatak 4 pri dijeljenju s 9, vrijedi:

20 +8=4 mod9
2a = —4 mod 9
a=—2 mod?9
a=7 mod9 = a=7

Ako na$ broj daje ostatak 7 pri dijeljenju s 9, vrijedi:

20 +8=7 mod9
2a =—1 mod 9
2a =8 mod 9
a=4 mod9 — a=4

Dobili smo da je a € {1,4,5,7}

Prisjetimo se i da je prirodni je broj djeljiv s 11 ako mu je razlika zbroja
znamenki na neparnim mjestima odnosno na parnim mjestima, iduci

zdesna na lijevo, djeljiva s 11.

Ocito je i nas broj djeljiv s 11, neovisno o vrijednostima a i b, a buduci

da je kvadrat, djeljiv je i s 112

Sada treba za svakog od nasih kandidata 1144, 4444, 5544 i 7744 prov-
jeriti je 1i djeljiv s 112. Dobijamo da je jedini moguéi kandidati 7744,

i, zbilja,
7744 = 882



Dokazi da ne postoje cijeli brojevi z, y za koje vrijedi 2%+ 3zy — 2y% =
122.

RjesSenje:
Rijesimo kvadratnom jednadzbom za x:
2 2 _
z°4+3zy —2y° — 122 =0
—3y & /9y? — 4(—2y% — 22)

Ti12 =

2
=3y £ \/17y? + 488
B 2

Da bi postojao z, diskriminanta, 17y* + 488 mora biti kvadrat nekog
broja.

Koje ostatke mogu davati kvadrati mod 177

n 01 2 3 4 5 6 7 & 9 10 11 12 13 14 15 16
n2 01 49 16 8 2 15 13 13 15 2 8 16 9 4 1

Dakle to mogu biti samo brojevi 0,1,2,4,8,9,13, 15, 16, ali

17y* + 488 =488 =12 mod 17

Sto nije moguce.




3 Teorija brojeva mix - prva dva zadatka

Zadatak 1
Dani su jedinstveni prirodni brojevi as, as, a4, as, ag, a7 takvi da

5 ay a3 a4+a5 ag  ay

TTatn T ta et
gdje0 < a; <izai=2,3,4,5,6,7. Koliko je as+a3+as+as+ag+a;?

Rjesenje:
Prvo pomnozimo sa 7!

5-6! =ay(7-6-5-4-3)+a3(7-6-5-4)+as(7-6-5) +a5(7-6) +ag- 7+ a7

Buduéi da vrijedi 0 < a; < ¢ za svaki ¢, i svi ¢lanovi zdesna su su
viSekratnici broja 7, promotrimo jednadzbu modulo 7.

a7 =5-6! mod 7
=5-720 mod 7
=5-6 mod7
=2 mod?7

Buduéi da je 0 < ay; < 7, imamo a; = 2 i
5:6!—2=0ay(7-6-5-4-3)+a3(7-6-5-4)+a4(7-6-5)+as(7-6)+ag-7
Sada gledamo ovu jednadzbu modulo 6.

Tag = —2=28 mod 6
ag =4 mod 6 — ag =14

Nastavljamo tako da sljedecu jednadzbu gledamo modulo 5
5:6!—2—4-7T=0a9(7-6-5-4-3)+a3(7-6-5-4)+as(7-6-5)+a5(7-6)

Sto nam odmah daje a5 =0
Dobijamo

5:60—2—4-T=a9(7-6-5-4-3)+a3(7-6-5-4) +as(7-6-5)
pa dijeljenjem sa 7 - 6 - 5 dobijamo
17 = 12a5 + 4as + a4
Mogli bismo nastaviti uzimati modulo 4 i 3, ali ve¢ je iz ove jednadzbe
primjetno a4 = az = as = 1.

Zakljucujemo

a2+a3+a4+a5—|—a6+a7:1+1+1—|—O+4—|—2:9



Pronadite cjelobrojne vrijednosti x izmedu —10 i 15 takve da je P =
323 + 7x? kvadrat cijelog broja.

Rjesenje:
Buduéida je P = 32° + 722 = 22(32+7) = N2, ilijex = 0 ili je 3z +7
kvadrat broja. Neka je

3xr+7=K?
K?=32z+7=7=1 mod3

Ako je broj K oblika 3k, onda K2 # 1 mod 3, ali ako je K oblika
3k + 1ili 3k + 2, onda vrijedi K2 =1 mod 3.

Zak =0imamo K =1,2pajex = —2,—1. Za k=1 imamo K =4,5
pajex =3,6. Za k=2 imamo K = 7,8 pa je x = 14,19

Dakle, trazeni skup je {—2,—1,0,3,6,14}.




