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1 Uvod

Dobrodogli na ovotjedni teéaj iz geometrije! Temu koju ¢emo obradivati su
karakteristi¢ne tocke trokuta, za koje vjerujem da svi znate ili se samo trebate
prisjetiti.

Preporucio bi svakako prolistati MNM predavanje na ovu temu, klikni ovdje,
kako biste bili sigurni kako se definiraju pojedine karakteristi¢ne tocke te njihova
osnovna svojstva.

Osnovni alat koji ¢emo koristiti jest angle chasing s kojim ¢ete se dobro upoz-
nati ovaj tjedan te tetivnost koju takoder mozete pronaéi u online predavanjima,
ovdje.

Zadnji savjet, koji bi uvijek trebali koristiti je da crtate velike (po moguénosti
lijepe) skice kako biste $to bolje uocavali tvrdnje (sukladnosti, slicnosti, tetivn-
odti , paralelnosti..) kojima se dolazi do rjeSenja zadatka.

2  Primjeri

1. Neka su O i H srediste opisane kruznice te ortocentar NABC redom.
Dokazite da /ACH = /BCO.
Rjesenje.
Neka je /BAC = «. Tada /ACH = 90° — « (iz pravokutnog trokuta sa
vrhovima A, C i noziste visine iz vrha C).

Buduéi da je O srediste opisane kruznice AABC, primjenom teorema o
obodnom i sredi$njem kutu dobivamo /BOC = 2/BAC = 2a. Takoder,
ABOC je jednakokra¢an buduéi da je |OB| = |OC| (polumjer opisane
kruznice) te je tako ZBCO = 1800%2“ = 90° — «, ¢ime smo dokazali tvrd-
nju zadatka.

2. Neka su Ny, Np i No noZista visina trokuta NABC. DokaZi da je orto-
centar trokuta NABC' srediste upisane kruznice ANANgNc.

Rjesenje.


https://mnm.hr/wp-content/uploads/2015/10/karakteristicne_tocke_trokuta.pdf
https://mnm.hr/wp-content/uploads/2016/02/tetivni_cetverokut.pdf

Neka je H ortocentar trokuta AABC te standardno /CAB = «, /ABC =
B,/BCA =~.

Bududéi da su N4, Np i No nozista, slijedi da su /ZHNsaB = /HN¢B =
90° $to znaci da je Cetverokut BN4H N¢ tetivan jer mu je zbroj na-
suprotna dva kuta 180°.

Iz tetivnosti sljedeé¢i obodni kutevi su jednaki /NoNsH = /NoBH =
LABNp = 90° — a.

Sli¢no, ¢etverokut CNgH N4 je tetivan te /ZNgNH = 90° — «, $to znadi
da je NaA simetrala kuta /ZNcN4Npg.

Analogno mozemo dobiti da je NgB simetrala kuta /NsNgN¢c te NoC
simetrala kuta / Ng NoN 4, §to dokazuje kako je H srediSte upisane kruznice
trokuta ANANgN¢c.

. Dan je NABC. Neka su I4,1p,Ic sredista pripisanih kruZnica nasuprot
redom tocaka A,B,C. Neka su diralista pripisanih kruznica sa strani-
cama trokuta D s, Dg, Dc, ponovno redom nasuprot odgovarajucéih vrhova.
Dokazite da se IaD 4, IgDp, IcDe sijeku u jednoj tocki (tj. da su konkurentni).

Rjesenje.

Oznadimo standardno kuteve uz vrhove A, B, C sa «, 3, redom.

Lako je izra¢unati kuteve u trokutu Alslgle: buduéi da su Blgs te Ale
vanjske simetrale kuteva ZABC te /BAC redom, /BAlc = 90° — § te
LABIc =90° — &, pa slijedi da je ZAIcB = 90° — .

Analogno mozemo dobiti ZAIpC =90° — 2 i /BI,C = 90° — £.

Presjecimo I4D 4 i IgDp, neka je to tocka X. Zelimo dokazati da se X
nalazi na pravcu IoD¢.

Kako su D4 i Dp diralista, kutevi /14D AC'i ZIgDgC su pravi. Sada lako
dobivamo /XI1,C = /XIgC = %, Sto znad¢i da se X nalazi na simetrali
IAlg.

S druge strane, kako je ZIcAlx = 90° = /IcIsA = %, pa iz leme
(LIgIaX = LIcIaA, zadatak xy.) slijedi da se srediste opisane kruznice
Al Iglc nalazi na I, X. Sliéno, dobivamo da se to isto srediSte nalazi
i na pravcu IpX, iz ¢ega zaklju¢ujemo da je X srediste opisane kruznice
trokuta A Iglc.

Sada moZemo ponovno iskoristiti lemu kako bi dobili /X IoIq = /Clclp =
g, a slitnim racunom kao sa pocetka mozemo dobiti i ZBIcD¢ = 5, §to
dokazuje tvrdnju zadatka posto se I, Do i X nalaze na istom pravcu.



Karakteristi¢ne tocke trokuta - laksi zadaci

. Kruznici polumjera r = 3 opisan je jednakokracan trokut kojemu je kut pri
vrhu 120°. Izracunajte povrsinu tog trokuta.

RjeSenje.

Ozna&imo vrhove sa A, B,C tako da /BCA = 120°, I srediSte upisane

kruZznice, te P, @, R diraliSta upisane kruznice redom sa stranicama BC, AC, AB.

Kako je trokut jednakokra¢an, visina iz vrha C' na AB je ujedno i simetrala
kuta te slijedi Z1C'Q = 60°.

Sada primje¢ujemo da je AICQ polovica jednakostrani¢nog trokuta =—-
|CI| = 2v/3. Takoder, AARC je polovica jednakostrani¢nog trokuta te iz
|ICR| = 2v/34+3 = |AR| = 6 + 31/3, te kona¢no mozemo izracunati
povrsinu trokuta Paapc = |OR| - |AR| = 211/3 + 36.

. Neka je P presjek simetrale kuta /BCA i simetrale stranice AB, a I
srediste upisane kruznice AABC. DokaZi da vrijedi |AP| = |IP| = |BP|.
Rjesenje.

Standardne oznake kuteva uz vrhove A, Bi C, o, 8 i y redom.

Buduéi da je P na simetrali stranice AB slijedi |PA| = |PB|.

Buduéi da je P na simetrali kuta /BCA slijedi da je jednako udaljena
od pravaca C'A i C'B, ako ozna¢imo okomice na njih sa X i Y redom, to
moZzemo zapisati |[PX| = |PY].

To implicira sljedecu sukladnost, APAX = APBY iz SSK poucka (kut
nasuprot veée stranice je /PXA = /PY B = 90°), iz ¢ega slijedi /APX =
/BPY sto implicira i /ZAPB = /X PY = 180° — ~, §to implicira da su
A, B,C i P na istoj kruznici tj. P je na opisanoj kruznici AABC.

Sada hvatanjem kuteva dobivamo sljede¢e, /BAP = /BCP = 3 zbog
obodnih kuteva nad tetivom PB, pa je /ZIAP = /IAB + /BAP = "’;a.

S druge strane, /AIP = 180° — /CIA = “H'TO‘, slijedi da je APAI jed-
nakokracan te sa tvrdnjom od prije tvrdnju zadatka |PA| = |PB| = |PI|.

. Dokazite da svaki pravac koji prolazi sredistem upisane kruznice trokuta
dijeli opseg i povrsinu tog trokuta u istom omjeru.

RjeSenje.
Opéinsko 1994 SS3 1.zadatak


http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/1997/1997-SS-opc-1234-zad+rj/1997-SS-opc-1234-zad%2Brj.pdf

4.

U siljastokutnom trokutu ABC tocka M je noZiste visine iz vrha A, a
tocka N noziste visine iz vrha B. Ako je |AN| = |[NM|, dokaZi da srediste
upisane kruznice trokuta ABC' leZi na visini BN .

Rjesenje.

Budu¢i da ZAMB = /AN B = 90°, ¢etverokut ABM N je tetivan.
Nadalje, kako je |AN| = |[NM]|, a tetive jednake duljine imaju jednake
obodne kuteve na kruznicama istog radijusa, tj. ovdje se radi o istoj
kruznici (ABMN), sto daje /ABN = /MBN.

Zadnja jednakost povla¢i da je BN simetrala kuta /ABC te tako sadrzi
srediS$te upisane kruznice.

(Jos bi mogli argumentirati zasto to srediSte mora biti i na duzini BN, no
ocito je da se srediste upisane kruznice uvijek nalazi unutar trokuta.)

. Dan je trokut NABC. Na pravcu CA je dana tocka D takva da vrijedi

|CD| =3-|CA| (tocka A je izmedu tocaka C i D), a na praveu BC' tocka
E (E # B) takva da je CE = BC. Ako je |BD| = |AE)|, dokaZi da je kut
LBAC pravi.

Rjesenje.

Buduéi da je CD teZiSnica u trokutu ABDE, te buduéi da je |DA| :
|[AC| =2 : 1 slijedi da je A teZiste tog istog trokuta.

Neka je F poloviste BD, tada se tocke A, E i F nalaze na istom pravcu
(kolinearne su), bududi da je EF tezignica ponovno koristimo njeno svo-
jstvo |AE| : |AF| =2 : 1 §to nam daje |[FD| = |FA| = |FB].

Zadnja tvrdnja povladi da su A, B i D na kruZnici sa srediStem u F' te
joj je BD promjer, §to implicira ZBAD = 90°, §to dokazuje tvrdnju iz
zadatka /BAC = 90°.

4 Karakteristi¢ne tocke trokuta - tezi zadaci

. Dokazite da je trokut jednakostranican ako i samo ako je zbroj duljina nje-

govih visina jednak deveterostrukom polumjeru mjegove upisane kruznice.
Rjesenje.

Ako stranice oznadimo sa a, b, ¢, visine sa v,, vy, V. te polumjer upisane
kruznice sa r, iz zadatka dobivamo sljedeé¢u jednakost

Vg + Vp + v = 97



(Buduce da se radi o visinama i polumjeru, trebalo bi odmah past na
pamet povrsina trokuta)

Iz formula za povrsinu trokuta “g* = b% = %¢ = P izrazimo visine te
uvrstimo,
1 1 1
2P(=+ -+ -)=9r
(a b c)

a+b+c
2

pomnozimo obje strane sa kako bi i na lijevoj dobili povrsinu, te

nakon skraé¢ivanja imamo:
1 1

1

No ukoliko primijenom A-H nejednakost na desnoj strani dobivamo

1

+1)>9
b ¢~

(a+b+o) +

te jednakost vrijedi za a = b = ¢, §to je i trebalo dokazati.

. Neka su Ia, I i Ic srediSta pripisanih kruznica trokuta NABC (presjeci
dvije vangske te jedne unutarnje simetrale kuta). Odredi ortocentar trokura
ANlplpglc.

RjeSenje.

Bududi da se vanjska i unutarnja simetrala istoga kuta sijeku pod pravim

kutem, unutarnje simetrale kuteva AABC su visine u Al oIglc, te slijedi
da je I ortocentar AlsIglc.

. U siljastokutnom trokutu ABC' povucene su visine BB’ i CC’. Kroz orto-
centar H je povucen pravac koji sijece stranice trokuta AB i AC redom u
tockama M i N. Neka je M' noziste okomice iz M na BB’ i N' noZiste
okomice iz N na CC. Dokazite da je M'C' || N'B’.

Rjesenje.

Cetverokut HC'M M’ je tetivan bududi da su mu dva nasuprotna kuta

prava. Tada je
(HC'M' = /HMM' (%)

zbog obodnih kuteva. Nadalje MM’ || B'N zbog okomica iz ¢ega slijedi
LHMM' = LHNB'  (+%)
Sliéno kao i prije, ¢etverokut HB' NN’ je tetivan te

/HNB' = /HN'B’ (s )



10.

11.

12.

Konaéno, kombiniranjem (%), (**) i (***) dobivamo /ZHC'M' = /HN'B’
te buduéi da su C’, H i N’ kolinearne (na istom pravcu), slijedi da M'C" ||
N'B’.

. Tocke B i C su dane na polukruznici s promjerom AD. Preslika tocke A

preko polovista P duzine BC je tocka Q. DokaZi da je tocka C ortocentar
trokuta ABQD.

Rjesenje.

Prvo uoc¢imo kako je ACQB paralelogram, §to zna¢i AC || BQ1 AB || CQ.
Bududi da su B i C na kruznici promjera AD, a obodni kutevi nad prom-
jerom pravi, slijedi CD L AC i AB L BD.

IskoriStavanjem paralelnosti AC' || BQ i okomitosti CD L AC slijedi
CD 1 BQ, sto znaéi da je visina na stranicu BQ u trokutu ABQD na
praveu CD.

Sliénim zaklju¢ivanjem, iz paralelnosti AB || CQ i okomitosti AB 1 BD
slijedi CQ L BD, §to znadi da je visina na stranicu BD u trokutu ABQD
na pravcu C'Q.

Slijedi da je tot¢ka C' ortocentar trokuta ABQD.

Dan je trokut s ortocentrom H i srediStem opisane kruznice O. Ako je
myjera jednog kuta trokuta 60°, dokaZi da je simetrala tog kuta okomita na
pravac OH.

Rjesenje.

Drzavno 2012. Zadatak A-4.3.

5 Karakteristicne tocke trokuta - joS tezi zadaci

Dan je AABC sa ortocentrom H te sredistem opisane kruzZnice O. Neka
su tocke D i M redom polovista duzina AH i BC'. DokaZi da je cetverokut
DAMO paralelogram.

Rjesenje.

Iz poznate leme |AH| = 2|OM| (tj. zadatka MNM predavanja Zadatak
4.) te ¢injenice da AD || OM slijedi da je DAMO paralelogram.

Neka je O srediste opisane kruznice, a T teZiste trokuta NABC, koji nije
jednakostranican. DokaZi da je OT okomita na tezisnicu CCy ako i samo
ako za stranice trokuta vrijedi BC? + C A% = 2AB2.


http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2012/2012-SS-drzavno-1234-zad+rj/2012-SS-drz-1234-A-rj.pdf
https://mnm.hr/wp-content/uploads/2016/10/Feuerbachova_kruznica.pdf
https://mnm.hr/wp-content/uploads/2016/10/Feuerbachova_kruznica.pdf

Rjesenje.
Standardne oznake: a = BC,b = AC,c= AB,~v = /BCA.

Pretpostavimo a?+b? = 2¢? te koritenjem (poznate) formule za teZignicu:

1
te = 5\/ 2a2 + 2b% — 2,

dobivamo da

V3

tc = 70.

Jos iskoristimo kosinusov poucak:
2 =a® +b* — 2abcosn,

kako bismo dobili relaciju

2
(—=t.)* = 2abcos,
V3

te nakon sredivanja imamo
2
a? +b* =2c% <= abcosy = gtf (*)

Sada pretpostavimo CC; 1L OT. Neka je H ortocentar, poznat je Eu-
lerov pravac (O, H,T leZe na istom pravcu) te ukoliko ozna¢imo noZista
visina trokuta sa D, E, F' redom iz vrhova A, B, C', moZzemo primjetiti da
je TC1FH tetivan (nasuprotni kutevi su pravi) te isto tako AFHE.

Pogledajmo potenciju tocke C na (T'C1FH) :
CT-CCy=CH-CF (1).

Pogledajmo potenciju tocke C na (AFHE) :
CH-CF=CE-CA (2).

Iz (1) i (2) slijedi
CT-CCy = CE - CA,

sada moZemo lijevu stranu izraziti preko t. (buduéi da je CT : TCy = 2 :
1), a na desnoj iskoristiti kosinus kuta v u ACBE, dobivamo:

§t3 = abcosy,

te buduéi da vrijedi i obratan smjer, vrijedi
2
CC, LOT = gtg =abcosy (*x)

Napokon, iz (x) i (xx) zaklju¢ujemo

CCy L OT < o> +b* =2
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