Dodatna 10. 10. 2022. - Gimnazija Lucijana Vranjanina

U traganju svemirom za izgubljenim formulama

Teorijski uvod

U ovom predavanju otkrit ¢ete kako pronaci "formule' po kojim se zbrajaju razni nizovi koji u
nazivniku (a mozda i brojniku) ovise o svojem indeksu (poloZaju u nizu).

Definicija 1.1: Teleskopiranje

Teleskopiranje je matematicka metoda rjesavanja algebarskih zadataka kojom se sloZeniji
razlomci rastavljaju na jednostavnije razlomke (koji se tada u veéini sluc¢ajeva skrate).

Lema 1.2: Rastav na linearne komponente
Svaki slozeni razlomak moze se rastaviti na linearne komponente.
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Primijetimo da lemu moZemo proSiti i na razlomke s viSe komponenata u nazivniku (pa onda
svaku mozemo rastaviti). Takoder, nije nuzno da je broj 1 u brojniku (onda moZemo obje strane
pomnoziti s nekim izrazom).
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Primjer 1. Odredi zbroj: 1.5 + 5.3 +...99'100.

Rjesenje 1. Zapisimo neki opceniti ¢lan tog niza: m Taj razlomak Zelimo rastaviti na neke
razlomke % + nLil. Rjesavanjem sustava jednadzbi za konkretne vrijednosti n (npr. n =11in = 2)
dobivamo A =1, B = —1. Sada samo trebamo izracunati zbroj:
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Primjer 2. Neka je n € N takav da je n > 10. Izracunaj sljede¢i umnozak:

22 -1 32 -1 n?—1 - k*—1

22+3-2+2'32+3-3+2""'n2+3n+2z,gk2+3k+2

RjeSenje 2. Primijetimo da za svaki k € N vrijedi

-1 (k—1(k+1) k-1
K+3k+2 (b+1)(k+2) k+2

Sada je nas umnozak jednak
2—1 3—-1 4-1 n—1 1 2 3 n—1

212 342 442 T n+2 45 6 7 n+2




Primijetimo da ¢e se pokratiti svi brojnici i nazivnici koji su ve¢i od 3 i manji od n, tako da ostaje
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n(n+1)(n+2) - n(n+1)(n+2)

A Oprez

treba zasebno argumentirati takav slucaj.

Zadaci

Laksi zadaci

1. Odredi zbroj:
2020

n=1

2. Dokazi da vrijedi:

3. Odredi zbroj:
ottt

3 8 15 n? —1

4. Odredi umnozak:

(=) (-3

5. Neka je n € N. Izracunaj sljede¢u sumu:

1 1

-4

Uvjet n > 10 nam je trebao da ne bismo imali preklapanja brojeva koji se nisu pokratili.
Na primjer, za n = 3 ne postoje brojnici niti nazivnici koji su ve¢i od 3 i manji od n, pa
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6. Neka je n € N. Izracunaj sljede¢u sumu:

1-1'+2-214...+n-nl



7. Odredi:

1 1
L 2020 - 2021 - 2022

+...+ =7

1
1-2-3" 2-3-4 k-(k+1)-(k+2)

Tezi zadaci

8. Odredi:

1 1 1 1
+ + + .+ =7
1V24+2vV1  23+3vV2  3V4+43 244/25 + 25+/24

9. Izracunaj:

3 n 5 T 2n+1
1-2-3 2-3-4 n(n+1)(n+2)
10. Izrac¢unaj zbroj:
12422 22432 32 +4? 992 + 100°

1-2 + 2-3 * 3-4 T 99 - 100

11. Neka je niz (F;,),>0 Fibonaccijevi brojevi, odnosno Fy =0, Fy =1, Fy1 = Fy+ Fy_1 za svaki
prirodan broj k. Neka je n € N. Dokazi da vrijedi:

1 1 1
+ +...+ =<1
FF ' FF, Fro1Fonr

12. Izracunaj vrijednost:

(10% 4 324)(22* + 324)(34* + 324) (46* + 324)(58* + 324)
(4% + 324) (16* + 324)(28* + 324) (40 + 324) (52 + 324)

Prijedlozi za daljnje rjesavanje:


https://mnm.hr/online-predavanja
https://mnm.hr/wp-content/uploads/2015/10/algebarski_izrazi.pdf
https://mnm.hr/projekti/predavanja-subotom
https://www.skoljka.org/task/5638/
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