Dodatna 19. 9. 2022.
Djelitelj i visekratnik

Teorijski uvod

Zadatci koji koriste najveéi zajednicki djelitelj ili najmanji zajednicki viSekratnik su vrlo Cesti u
natjecateljskom programiranju, pa je cilj ovog predavanja upoznati vas sa svim vaznim tvrdnjama
o njimal!

Definicija 1.1: Najveci zajednicki djelitelj

Najveéi zajednicki djelitelj ili mjera dva prirodna broja a i b je broj d takav da jed | aid | b,
te je d najvedi prirodni broj s tim svojstvom. PiSemo D(a,b) = M(a,b) = ged (a,b) = d.

Definicija 1.2: Najmanji zajednicki viSekratnik

Najmanji zajednicki viSekratnik dva prirodna broja a i b je broj v takav da je a | v i b | v, te je
v najmanji prirodni broj s tim svojstvom. Pisemo V'(a,b) = lcm (a,b) = v.

Primjer 1. Nadi najveéi zajednicki djelitelj brojeva 120 i 72.

RjeSenje 1. Jedno moguce rjeSenje je "povuéi crtu" i dijeliti brojeve sve dok ne dobijemo relativno
proste brojeve. Najveéi zajednicki djelitelj je umnozak brojeva s desne strane.
Na primjer:

120 72| 2
60 36 |2
30 182
15 9 |3

5 3

Dakle, D(120,72) = 2-2-2 -3 = 24. Sli¢no, najmanji zajednicki viSekratnik moZemo dobiti
tako da pomnozimo brojeve s desne strane s kona¢nim parom relativno prostih brojeva. Dakle,
V(120,72) =2-2-2-3-3-5 = 360. O

Lema 1.3: Odredivanje preko raspisa na proste faktore
Pretpostavimo da smo rastavili brojeve a i b na proste faktore:
a=py" - py” - p5t ...

b=p11-p§2-p§3...

Pri ¢emu su py, ps . .. razliciti prosti brojevi, a ay,as ... i 81, B2 neki eksponenti iz Ny.



Tada je . '
D(a b) mln(alyﬁl) pglln(az,ﬁ2) . pgnln(a&ﬁs) o

V(a b) max(alngl) plznax(azﬁz) . pgnax(a3,ﬁ3) o

Alternativno rjesenje 1. Pogledajmo raspis brojeva 120 i 72.
120=2-2-2-3-5=2%.3".5'
72=2-2-2-3-3=2%-3.5°

Slijedi: . . '
D(120, 72) — 2m1n(3,3) . 3m1n(1,2) . 5mm(1,0) — 23 . 31 . 50 =24

V(120,72) = 2max(33) . gmax(1,2)  gmax(1,0) — 93 . 32 51 — 360

Lema 1.4: Euklidov algoritam

Neka su a i b iz Z i nisu oboje nula. Tada vrijedi:
D(a,b) = D(b,a) = D(b,b—a) = D(a,a —b)
Alternativno rjesenje 1. RjeSenje smo mogli dobiti i Euklidovim algoritmom: D(120,72) =
D(72,48) = D(48,24) = D(24,24) = 24.
Teorem 1.5
Neka su a i b iz N. Tada vrijedi:
a-b=D(a,b)-V(a,b)

Po teoremu, nakon Sto dobijemo da je D(120,72) = 24, moZemo lagano dobiti i

120-72 8640
120,72) = = = .
V(120,72) = pg0.72) = 21~ 200

Zadaci

Lagani zadaci

1. Koliko prirodnih brojeva x zadovoljava jednakost D(z,100) = z?
2. Koliko prirodnih brojeva x zadovoljava jednakost V' (x,100) = 1007?
3. Umnozak dvaju prirodnih brojeva je 525, a njihov je najveéi

zajednicki djelitelj 5. Nijedan od tih brojeva nije djeljiv drugim brojem. Koliki im je zbroj?

4. Koliko postoji razli¢itih brojeva a koji nisu prosti i za koje vrijedi
V(a,60) = 607



5. Ako je D(a,b,c) =41 V(a,b,c) = 240, koliki je najmanji moguéi
umnozak brojeva a, b1i c?

12n+1

30m 1 2 neskrativ za sve n € N.

6. Pokazi da je razlomak

Tezi zadaci

7. Odredi
2022
" D(n, 2022)
n=1
8. Neka su a, b i ¢ prirodni brojevi takvi da je a < b i vrijedi D(a,b) = 4,

D(a,b,c) = 2 te V(a,b,c) = 400. Odredi sve trojke (a, b, ¢) prirodnih brojeva za koje vrijede
zadani uvjeti.

9. Dokazi a® + b? < D(a,b)? + V(a, b)?. Koji su sludajevi jednakosti?
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