Polinomi - rjesenja
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1. studenoga 2022.

1 Osnovni lanac

Odredite ostatak pri dijeljenju polinoma f(z) = 22" + x + 1 sa g(z) = 2* — 1.
Prvo rjeSenje (dosadno i komplicirano).
Polinomi se podijele pismeno, lako se uo¢i uzorak koji se ponavlja. Ostatak ispadne .

Drugo rjesenje (elegantno).
Po teoremu o dijeljenju polinoma, znamo da vrijedi

f(@) = g(z) - q(x) + r(2), ()

za neke polinome ¢(x) i r(x), s tim da je stupanj polinoma r najvise 1. Dakle, r(z) = ax + b,
za neke realne koeficijente a, b. Jasno, polinom r je upravo trazeni ostatak. Pitanje je jos kako
najefikasnije odrediti koeficijente a i b.

Sada dolazi kljuéni dio. U jednakost (%) uvrStavamo nultocke polinoma g(z). To su z; =1

i 9 = —1. Time se umnozak g(x) - ¢(x) ponisti. Tako dobijemo sljede¢i sustav od dvije
jednadzbe u nepoznanicama a i b:
flx)=r(xr1)) = 3=a+b

flze) =r(xy) = 1= —a+b.

Lako rijesimo i dobijemo @ = 1, b = 2. Dakle, |r(z) =z + 2|

Treée rjesenje (credit: zaq).

flz) =222 4+ 241
=2 14242
— (@D 0 ) fr 42
— g(2) (@M + 2100 4 1) £z 42

= f(z) =[z+2] (mod g(z))




Koja je suma reciproc¢nih korijena jednadzbe
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Prvo rjeSenje (dosadno i komplicirano).
Rijesimo jednadzbu i izrac¢unamo trazeni izraz. Dobije se .

Drugo rjesenje (elegantno).
Neka su rjesenja dane jednadzbe oznacena s xy i x5. Trazeni iznos je
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Promatramo sada jednadzbu. Znamo da ne Zelimo z u nazivniku, pa mnozimo sve s z. Time
dobijemo ekvivalentnu* jednadzbu (osim $to eventualno rjesenje 0 ne prihva¢amo):

W2t mr1=0.
2004 B
Pomnozimo jos s ;88; jer volimo normirane kvadratne jednadzbe:
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Dakle, za trazeni izraz trebamo izrac¢unati zbroj i umnozak rjeSenja ove kvadratne jednadzbe.
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Viete u pomo¢! Dobijemo x1 + x5 = — 5003 | T12 = 5555. Zato je traZeni iznos .
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Nadite koeficijente a i b takve da polinom az® + bx* + 1 bude djeljiv s 2% — x — 1.

Prvo rjeSenje (dosadno i komplicirano).
Podijeli se s op¢im koeficjientima a i b da bi se dobio opéi oblik ostatka. Onda se on izjednacava
s nulom. Dobije se ‘a =3,b=-5 ‘

Drugo rjesSenje (elegantnije i zanimljivije, credit: Patrlk).

Sli¢no kao u prvom zadatku, promatramo nultocke djelitelja g(x) = 22 — x — 1. To su omjeri
zlatnog reza @ = %ﬁ i—pl= %5 Njihovim uvrstavanjem u polinom f(z) = ax®+bx? +1
trebamo dobiti 0, jer treba vrijediti f(z) = g(z) - (), za neki polinom ¢(z).

Sada bi trebalo izracunati ¢°. Evo elegantnog nac¢ina polaznika Patrlk:

—1

o =—ptl
©'=p+0
g02=<p+1
0 =20+1
©* =3p+2
©®> =5p+3

,I da to je Fibonacci sequence na lijevoj i desnoj strani. Zaista lijepo.”
Dalje je jednostavno, dobije se sustav od dvije jednadzbe u nepoznanicama a i b, ¢ije rjeSenje
jela=3,b=—5|

Treée rjesenje (izravno, credit: quomodol121).
Ako je az® + bz* + 1 djeljiv s 22 — x — 1 onda vrijedi sljedece.
az® + bzt 4+ 1= (2 — 2z — 1)(az® + cz® + dx — 1)
ar’ + bzt +l=ar’ +cxt +de® — 22 —azxt —cxd —dx® +x —ax® —ca® —dr + 1

Usporedivanjem koeficijenata dobijemo sustav.

b=c—a
d—c—a=0
—1—d—c=0
1—-d=0

— l=d —= ¢c=-2 — a=3 = b= -5

Zaklju¢ujemo da polinom treba biti |3z° — 5zt + 1|




Neka su 1, o i 73 rjeSenja jednadzbe 2® — 222 + 3z — 4 = 0. Odredite (z1 + 1)(wo +1)(z3+ 1).

Prvo rjeSenje (standardno pomoéu Vieteovih formula, credit: quomodo121).
Prema Vietovim formulama vrijedi:

=
LIZ‘1+172+£L‘3=—T=2

T1To + T1T3 + Toxz = I =5

—4
T1X2X3 = ——— = 4
1
MnozZenjem zadanog izraza imamo

(x1+ D) (z2+1)(z3+ 1) = 210023 + 2100 + Xoxs + 321 + 71+ 22+ 23+ 1=44+34+2+1=10

Drugo rjesenje (lukavo i vrlo elegantno, credit: Patrlk).
? - 222 +3z—4=(z — 21)(x — T2)(x — x3)
Uvrstavajuéi z = —1 dobijamo
—1-2-3-4=(-1-—121)(—1— z9)(—1 — z3)

Sad ¢emo faktorizirat —1:

—(z1+ D(z2+ D) (z3+ 1) =-10

I tako dobijamo da je to jednako 10.




2 Ogzbiljniji lanac

Dokazi da /2 — v/3 nije racionalan broj.

Prvo rjesenje (direktno, bez polinoma).

Svi znamo da je v/3 iracionalan broj (dokazite ako ne znate). Onda pretpostavimo suprotno,
tj. da je traZeni broj @ = v/2 — /3 racionalan. Tada vrijedi v/3 = 2 — 2. Lijeva strana je
iracionalan broj, a desna racionalan. Kontradikcija, dakle a mora biti iracionalan.

Drugo rjesenje (preko polinoma).
Neka je opet trazeni broj oznacen s a = /2 — /3. Kvadriramo i prebacimo, opet kvadriramo

i prebacimo da dobijemo:
a* —4a® +1=0.

Definirajmo polinom p(z) = z* — 42% + 1. Vidimo da vrijedi p(a) = 0, dakle a je nultocka
polinoma p.

Zanimaju nas onda racionalne nultocke polinoma p. Koristimo teorem o racionalnim nultoc¢-
kama polinoma. Vidimo da jedine racionalne nultocke mogu biti 1 i —1. No, nijedna ne
zadovoljava jednadzbu p(x) = 0. Stoga ovaj polinom nema racionalnih nultocaka. Zakljucu-
jemo da a ne moze biti racionalan broj, kao nultocka polinoma p.




Neka su a, b, ¢, z,y realni brojevi takvi da

a’ +ax+y =0,
b +bx+y=0,
A4cr+y=0.

Ako su a, b, ¢ svi medusobno razli¢iti, dokazi da im je suma jednaka nuli.

Prvo rjeSenje (izravno, credit: karlapogelsek).
Oduzimanjem prve dvije jedndzbe, nakon sredivanja dobijemo:

(a—b)(z + a® +ab+b*) = 0.
Iz uvjeta zadatka znamo a # b, dakle a — b # 0, pa mora vrijediti
z+a*+ab+ b =0. (%)
Analogno, oduzimanjem trece jednadzbe od prve, dobijemo:
z+a’+ac+c*=0. (%)
[zjednacavanjem (%) i (xx) dobije se:

2+ a+ab+ 0 =2+ +ac+
ab+b? =ac+c?
b —c® =ac—ab
(b—c)(b+c¢)=a(c—10)

Ponovno, zbog b # ¢ mozemo kratiti s (b — ¢), iz ¢ega dobijemo upravo a + b+ ¢ = 0.

Drugo rjesenje (elegantnije, preko polinoma, credit: zaq)
Neka je f polinom definiran kao

f(t) =8 +at +y.
Imamo da je f(a) = f(b) = f(c) = 0. Po Viétovim formulama slijedi a + b + ¢ = 0.




Neka je zadan polinom P(x) = az? + bz + ¢, gdje su a,b,c € R, uz a # 0. Odredi sva rjesenja
jednadzbe
P(x®+4z—-17)=0

ako je poznato da je jedno od njih jednako 1 i barem jedno rjeSenje je dvostruko.

RjeSenje (credit: vaza).
Neka su p, ¢ nultocke polinoma az? + bx + c¢. Tada za rjeSenja jednadzbe P(z? +4x —7) =0
vrijedi:
244 —T7=pilia®+4z—-7=q.
Kako je jedno od rjesenja x; = 1, mozemo bez gubitka opéenitosti pretpostaviti:
p=124+4.1-7=-2.

Tada rjesavanjem jednadzbe x2 +4x — 7 = —2 dobijamo jos rjesenje xo = —5. Kako je x1 # x5
vrijedi jedan od dva slucaja:

1. 22 + 42 — 7 = ¢ ima dvostruko rjesenje;

2. p=q.

U drugom slucaju vrijedi |z1 = 1,29 = =5, 23 = 1,14 = —5|

U prvom slucaju, determinanta iznosi D = 16 — 4(—7 — ¢) = 0. Da bi rjeSenja bila dvostruka,
mora vrijediti ¢ = —11.

Jednadzba tada glasi: 22 + 4z + 4 = 0. RjeSenja su 23 = x4 = —2.

Konacno, sva rjesenja polazne jednadzbe u ovom sluc¢aju su

T = 1,1’2:—5,1’3:—2,1’4:—2.




Povezani polinomi

Neka za realne brojeve a, b i ¢ polinom
g(z) = 2 + az® +  + 10
ima tri razli¢ita korijena, koji su svi ujedno i korijeni polinoma
f(z) = 2" + 2° + ba® + 100z + c.
Izracunajte f(1).

Prvo rjesenje (pomocu djeljivosti, credit: Patrlk).
Kako f ima sve korijene polinoma g kao svoje korijene, vrijedi g | f. Zbog vodecih koeficijenata
1, znamo da za neki r vrijedi:

f(z) = g(z) - (z—r).
Raspisivanjem dobijemo f(z) = z*+2*(a—r)+2*(1—ra)+z(10—r)—10r. Sad izjednacavamo.
Znamo da je 10 —r =1001ia =r, pa je a,r = —90.
To je uglavnom sve Sto nam treba da dobijemo:
f(1) =g(1) - (1+90)
f(1) = (12 =90)(1 + 90)
f(1)=-91-78

Drugo rjesenje (pomocu Vieteovih formula, credit: quomodol121).
Neka su 1, x2, x3 nultocke polinoma g(x), te x1, xs, x3, x4 nultocke polinoma f(x).
Primjenom Vieteovih formula na g(x) imamo:

21+ 29+ 23 =—a=1Y
T1T2 + Tox3 + T3x1 = 1= wg
T1X2X3 = —10 = 1/}3
Te primjenom Vieteovih formula na f(x) imamo:
x1+x2+x3+x4:¢1+x4: —a+ Ty = —1

1T =F ToX3 =F T34 -+ 124 -+ Loy -+ T1x3 = wg -+ ZL’4¢1 = b
T1T9T3 + T1TaTy + T1X3%4 + ToT3T4 = Y3 + 24P = —100
T1X2T3T4 = $4@/)3 =cC

Medusobnim sredivanjem izraza dobijamo sljedeéi sustav:

rs=a—1
1-0b
Ty =
a
.1'4:—90
¢
EET

Odakle vrijedi (a, b, c) = (=89, —8009, 900).
Stoga je f(1) =1+ 1— 8009 + 100 + 900 = —7007.



3 Tezi lanac

Odredi sve polinome takve da im je vodeéi koeficijent 1, a svi ostali koeficijenti mogu biti 1 ili
—1 uz uvjet da su svi korijeni polinoma realni brojevi.

Rjesenje.
Neka su 71,79, ..., 7, ti realni korijeni polinoma f(z) = a,z™ + Gp1Z" 1+ -+ a1z + ag. Iz
opcenitih Vieteovih formula imamo

Tit+ o+ Ty =—Qp 1 17T +T1T3 + -+ Ty 1Ty = Ap_2
iz Cega slijedi
Py = (i ) = 2(rre Ty e A TaTy) = ai_g — 2,0 < 3.
Uoc¢imo da je lijeva strana pozitivna pa je a? ;| — 2a,_» > 0. Kako je a,_; = +1 slijedi da

je an_o = —1. Takoder, opet iz Vieteovih formula je (riry---7r,)?> = 1. Iz A-G nejednakosti

imamo 72 + -+ 12 > n, pa je n < 3. Sada smo si dosta pojednostavili Zivot i sva rjeSenja

lako ra¢unamo:

r+l,z°+z—-1iz®—z+(z>-1).




Neka je P polinom stupnja n takav da je

k
P(k)=—— ,zasvek€0,1,...,n.

k+1
Odredite P(n + 1)
RjeSenje (credit: zaq).
Neka je @ polinom definiran kao
Q(z) := (z +1)P(z) — . (x)

Neka je a vodeéi ¢lan polinoma Q(z). Vidimo da je deg@ = deg P +1 = n + 1, a po uvjetu
zadatka imamo

Q(0) = Q(1) =+ = Qn) = 0.
Tih n 4+ 1 nultocaka, uz koeficijent a, onda jedinstveno definiraju () pa imamo da je
Qx) = az(x = 1)z —2)- - (z — ). (34)

Uvrstavanjem x = —1 dobijemo:

(*x) = Q(-1)=(-1+1HP(-1)+1=1

() = Q(-1) =a(-1)(-1-1)(-1-2) =a(-1)""(n+ 1)},
iz Cega slijedi
1
— (_1\nt1
o= U e
Sada dobijemo
Qin+1)=an+1)-n-(n—-1)-----2-1= (1",

i konacno:
Qn+1)+n+1 (-1)""+n+1

P 1) = n+2 n+2
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