Angle chasing - osnovni lanac

Zadatak 1. Zadan je tupokutan trokut ABC' s tupim kutom u vrhu
B. Simetrala vanjskog kuta pri vrhu C sijece pravac AB u tocki D, a

simetrala vanjskog kuta pri vrhu A sijece pravac BC' u tocki E. Odredi
velicine kutova trokuta ABC' ako vrijedi da je |AE| = |AC| = |CD|.

Rjesenge. Skica:

U ovakvim zadatcima gdje je zadana jednakost duljina nekih stranica
trokuta, najcesce je ideja traziti sukladne trokute ili uocavati jednako-
kracne trokute. Ovdje su ocito neki trokuti jednakokracni, ali krenimo
od vanjskih kutova.

Ako je o vanjski kut pri vrthu A, vrijedi o = 180° — a pa je oda-
tle /EAB = %/ = 90° — . Slicno, ako je 4" vanjski kut pri C, vrijedi
/BCD =% =90° - 1.

Trokut CAFE je jednakokracan pa je ZCEA = ~. Promatrajuéi unu-



tarnje kutove tog trokuta, imamo:

o
<Oz+§> +’7+’7:1800

MP+%+27:1%°
a + 4y = 180°
a = 180° — 4y (%)

Trokut ADC' je jednakokracan pa je ZADC = «. Promatrajué¢i unu-
tarnje kutove tog trokuta, imamo:

,y/
oz—f—oz—k(’y—l——) = 180°

2
o 7_ o
200+ 90° + - = 180
da + v = 180°

Dalje, zbog (%) je
4(180° — 4v) + v = 180°
720° — 16 + v = 180°
15y = 540°
v = 36°
Uvrstavanjem umjesto v u (x) dobivamo
a=180°—4-36°
a = 180% — 144°

a = 36°

Kada znamo « i v, iz trokuta ABC' lako dobivamo 5 = 108°.



Zadatak 2. Dan je jednakostrani¢an trokut ABC, pri cemu je |AB| =
9 cm. Neka je tocka M na stranici AC, tocka P noziste okomice iz M
na AB, tocka Q noziste okomice iz P na BC i okomica iz () na AC
sijece AC u tocki M. Izracunaj duljinu |AM].

Rjesenje. Skica:

Uoc¢imo da su trokuti APM, BQP i CM( takvi da su im unutarnji
kutovi veli¢ine 30°, 60° i 90° (zato sto je AABC jednakostrani¢an pa
ima sve kutove velicine 60°). Stoga, promatrajuéi ,situaciju” kod tocke
P, imamo ZAPM+/MPQ+/ZQPB = 180°, odakle je ZM P = 60°.
Analogno se dobiva ZPQM = ZQMP = 60° sto znaci da je trokut
M P() jednakostranican.

Veé¢ smo ustanovili da trokuti APM, BQP i C M@ imaju unutarnje
kutove jednake velicine, a sada zbog toga sto je AMP(Q jednakos-
tranican mozemo prema KSK poucku o sukladnosti trokuta zakljuciti



da su ta tri trokuta sukladna.

Zbog sukladnosti trokuta APM i C M@ vrijedi |AP| = |CM]|. Takoder,
zato sto je trokut APM pravokutan s kutovima 30°, 60° i 90° vrijedi
|AP| = ME—M‘. Zbog |AC| =9 cm, imamo sljedeéi niz jednakosti:

|AC| =9
|AM| + |MC| =9
|AM |+ |AP| =9

AM
s A
2
3JAM| = 18
|AM| = 6

Dobili smo |[AM| = 6 cm.



Zadatak 3. Stranice AC i BC trokuta ABC neki pravac p sijece
redom u tockama M i N, tako da osnosimetricna slika C; vrha C s

obzirom na taj pravac lezi na stranici AB i pri tome je |AC:| = |AM|
i |BCy| = |BN|. Kolki je kut ZACB?

Rjesenje. Skica:

Neka je « = LBAC, = ZABC i v = £ZBCA.

Prisjetimo se da je osna simetrija preslikavanje koje likove preslikava u
sukladne. Buduci da tocke M i N pripadaju osi simetrije, one se pres-
likavaju u same sebe. Prema tome, trokuti M NC'i N MC; su sukladni
pajevy=/LACB=/MCN = /ZMC}N.

Trokuti AC1M i BNC, su jednakokracni pa uz oznake kao na slici
vrijedi
_180° — « _180°—§

T YT



Tocka C; pripada stranici AB pa vrijedi:
LACIYM + ZMCIN + ZNCB = 180°

x+v+y=180°

180° —a | 180°—f
2 K 2

180° — a + 2y + 180° — 8 = 360°

= 180°

—a—fB+2y=0°

Zbrajajuci ovaj izraz sa a+ f+vy = 180° dobivamo 3~ = 180°, odnosno
v = 60°.



Zadatak 4. Zadan je pravokutan trokut ABC' s pravim kutom u vrhu
C'. Neka je tocka D noziste visine iz vrha C' na hipotenuzu AB, tocka
R srediste kruznice upisane trokutu ADC' i tocka S srediste kruznice
upisane trokutu BDC'. Ako pravac CR sijece hipotenuzu AB u tocki
M, a pravac C'S u tocki N, onda je |[AC| = |AN|i |BC| = |BM|
Dokazi!

Rjesenje. Skica:

Neka je « = Z/ZBAC i p = ZABC.

Tada je ZACD = ZABC = (3 zato sto su to kutovi s okomitim prav-
cima. Iz istog razloga je ZBCD = ZCAB = a.

Budu¢i da su R i S sredista upisanih kruznica, pravci CR i C'S su re-
dom simetrale kutova ZACD i BCD pa slijedi ZBCN = ZNCD = §

i ZACM = ZMCD = 3.



Kut ZANC je vanjski kut trokuta BC'N pa je njegova veli¢ina jednaka
zbroju veliCina preostalih unutarnjih kutova, dakle £ = ANC' = g +3,
no i za kut ZACN vrijedi ZANC = LACD + ZNCD = 3+ %. To
znaci da je trokut ANC' jednakokracan i |AC| = |AN].

Analogno se dokazuje i da je trokut BCM jednakokracan i |BC| =
IBM].



Zadatak 5. Dan je trokut ABC sa svojstvom da je ZCAB = 2/ABC.
Ako su |BC| = a, |AC| =b i |AB| = ¢ duljine stranica trokuta ABC,
dokazi da vrijedi jednakost

a? = b(b+ c).

Rjesenje. U ovakvim geometrijskim zadatcima gdje je potrebno doka-
zati jednakost dva umnoska treba imati na umu da se trazena jednakost
moze transformirati u

b a

Tada uocavamo da je omjer duljina nekih stranica jednak pa treba do-
kazati slicnost ,,nekih” trokuta. Iz omjera vidimo da bi slicni trebali
biti trokut sa duljinama stranica a i b+ ¢ te trokut sa duljinama stra-
nica b i a.

a_b—l—c

Ovaj potonji ve¢ imamo, to je trokut ABC. No, ovaj prvospome-
nuti nemamo na slici. Ono $to mozemo napraviti je produljiti stranicu
duljine b preko tocke A za duljinu c. Neka je tako dobivena tocka D.
Sada mozemo nacrtati skicu:




Ideja je da dokazemo da su trokuti ABC i BDC' sli¢ni, jer ¢e tada
trazeni omjer slijediti iz slicnosti tih trokuta.

Za pocetak, neka je f§ = LZABC'. Tada je zbog uvjeta zadatka ZCAB =
20.

Neka je v+ = ZCDB. Trokut ADB je jednakokracan, stoga je i
/ZDBC = z. Kut ZCAB je vanjski kut trokuta ADB pa je njegova

velicina jednaka zbroju veli¢ina preostalih unutarnjih kutova. Buduci
da je ZOUAB = 20, slijedi:

20=20 = [ ==z
Kut ZDBC tada je jednak:
LDBC =x+p=0+05=20=ZCAB.

Budud¢i da je i LZADB = x = § = LZABC, prema K-K poucku o
slicnosti trokuta slijedi

ANABC ~ ABDC,

a odatle je
b+c

a
a b’

odnosno
a* =b(b+c),

sto je i trebalo dokazati.



Angle chasing - ozbiljniji lanac

Zadatak 1. U trokutu ABC duljine stranica su |AB| = 20, |AC| = 21
i |BC| =29. Tocke D i E su na stranici BC takve da je |BD| = 8 i
|EC| = 9. Odredite velicinu kuta ZDAEFE.

Rjesenje. Skica:

20 21

29

Uoc¢imo najprije kako je 20% + 212 = 292 pa je zbog obrata Pitago-
rinog poucka trokut ABC' pravokutan s pravim kutom pri vrhu A.

Takoder, uoc¢imo da je |BE| = |BD|+ |DE| =8+ 12 =20 = |AB| pa
je trokut ABE jednakokracan te slijedi /BAE = ZBFEA.

Isto tako je |DC| = |DE|+ |EC| =12+ 9 = 21 = |AC]| pa je trokut
ADC' jednakokracan te slijedi ZCDA = ZDAC.



Izrazimo /D AFE preko ostalih unutarnjih kutova u trokutu ADFE:
LDAE = /BAE + Z/DAC — LZBAC
LDAE = ZBEA+ ZADC — 90°
/ZDAFE =180° — ZDAE — 90°
2/DAFE = 900
LDAFE = 45°



Zadatak 2. Iz jednog vrha siljastokutnog trokuta povucena je visina,
iz drugog tezisnica, a iz treceg simetrala kuta. Ta tri pravca ne prolaze
istom tockom, ve¢ njihove tocke presjeka ¢ine vrhove novog trokuta.
Dokazi da novi trokut ne moze biti jednakostranican.

Rjesenje. Kada u nekom zadatku treba dokazati da je nesto nemoguce,
¢esto je dobra taktika pretpostaviti suprotno i u nekom trenutku doci
do neceg sto nije moguce, do kontradikcije.

Neka je A; noziste visine iz tocke A na BC, B; sjeciste teziSnice iz
tocke B i stranice AC' i (] sjeciste simetrale kuta iz vrha C' i stranice
AB. Tocke D, i F su tocke presjeka danih pravaca. Napravimo
skicu:

U skladu s uvodom, u ovom zadatku ¢emo pretpostaviti da je trokut
DEF jednakonstranican. To znaci da mu svi unutarnji kutovi imaju
velicinu 60°.

Promatrajmo trokut BA;F. To je pravokutan trokut jer je /ZF A1 B =
90°. Takoder je ZA1FB = 60° jer je to vrsni kut unutarnjeg kuta



jednakostrani¢nog trokuta. Stoga je ZFBA; = 30°.

Sada promatrajmo trokut A;C'E. Ovdje je ZCEA; = 60° pa je
ZACE = 30°, a budué¢i da je C'C; simetrala kuta kod C', vrijedi
/BCA = 60°.

Do sad smo dobili ZFBA; = 30° i ZBCA = 60°, a to su unutar-
nji kutovi trokuta BC'B; pa preostaje ZC'B1B = 90°.

Duzina BB je teziSnica trokuta ABC', a budu¢i da smo dobili da je
okomita na AC, trokut ABC mora biti jednakokracan i |[AB| = |BC).
No, kut ZBC A ima velicinu 60° pa to znaci da svi unutarnji kutovi
trokuta ABC' imaju velicinu 60° Sto znaci da je to jednakostranican
trokut.

No, ako je trokut ABC jednakostranican, tada se AA;, BB, i CC}
sijeku u jednoj tocki Sto je kontradikcija s uvjetom da presjeci tih
pravaca ti¢e novi trokut. Krenuli smo od pretpostavke da je ADEF
jednakostranican i dosli do neceg nemoguceg. Time smo dokazali da
trokut DEF nije jednakostranican.



Zadatak 3. Trokut ABC je jednakokracan (|AB| = |AC|), a tocka

D je na onom luku BC' trokutu opisane kruznice koji ne sadrzi vrh
A. Nadalje, tocka FE je sjeciste pravca C'D i okomice iz vrha A na taj
pravac. Dokazite da vrijedi:

|BD| + |DC| = 2|DE|.

Rjesenje. Ideja u ovakvim zadatcima gdje imamo zbroj duljina nekih
duzina, a koje nisu na istom pravcu, je da ih nekako pokuSamo nacrtati
na istom pravcu. Transformirajmo malo trazenu tvrdnju:

\BD| +|DC| = |BD| + |DE| + |EC].

Buduéi da trebamo dokazati da je ovo jednako 2|DFE|, zapravo nam
ostaje za dokazati |BD| + |EC| = |DE|. Kada bi duljinu |BD| nado-
dali na pravac DC', tada bi nam sve $to trebamo bilo na istom pravcu.
Stoga produzimo pravac DC' preko tocke C' za |BD| i ozna¢imo dobi-
venu tocku s F. Tada je |EF| = |[EC| 4 |CF| = |EC| + |BD|. To
znaci da nam je cilj dokazati da je trokut ADF jednakokracan.

Nacrtajmo sada skicu:




Cilj je dokazati |AD| = |AF|, a kada Zelimo jednakost duljina stranica,
obicno trazimo sukladne trokute. Sre¢om, uz dobre oznake na skici
naslu¢ujemo sukladnost trokuta ABD i ACF. Potrebno je samo do-
kazati sukladnost kutova ZABD i ZACF. Provedimo formalno cijeli
dokaz.

Kutovi ZABD i ZDC' A su kutovi nad istom tetivom s razli¢itih kruznih
lukova pa su oni suplementarni, a buduéi da su kutovi ZDCA i ZACF
sukuti, slijedi ZABD = ZACF'. Zbog jednakokrac¢nosti trokuta ABC'
je |AB| = |AC|, a |BD| = |CF| po konstrukciji.

Prema SKS poucku o sukladnosti trokuta imamo da su trokuti ABD i
AC'F sukladni, odakle slijedi |AD| = |AF|. To znaci da je trokut ADF
jednakokracan s visinom AE. Stoga je |DE| = |EF| = |EC|+ |CF].

Konaéno imamo:
|BD|+ |DC| = |CF|+ |DE| + |EC)|
= [DE| + (|EC| + |CF])
= |DE| + |EF|
= |DE| + |DFE]
= 2|DE|,

sto je i trebalo dokazati.



Zadatak 4. Kruznice ki i ko sijeku se u tockama A i B. Tangenta
kruznice ko povucena iz tocke A sijeCe kruznicu ky u tocki C', a tan-
genta kruznice k; povucena iz tocke A sijece kruznicu ko u tocki D.
Polupravac kroz tocku A, koji lezi unutar kuta ZC' AD, sijec¢e kruznicu
k1 u tocki M, kruznicu ko u tocki N i kruznicu opisanu trokutu AC'D
u tocki P. Dokazi da je udaljenost tocaka A i M jednaka udaljenosti
tocaka N i P.

Rjesenge. Skica:

el L

-~
-

- -
-----------

Bez smanjenja opcenitosti mozemo pretpostaviti da polupravac kroz
tocku A pripada kutu ZBAC. (za vjezbu mozete pokusati dokazati
drugi slucaj).

Za rjesavanje ovog zadatka se trebamo podsjetiti teorema o kutu izmedu
tetive 1 tangente.

Kut izmedu tetive i tangente je jednak obodnom kutu nad tom tetivom.




Imamo:

LOCMP =/ MCA+ ZCAM vanjski kut trokuta M AC.
=/LMAD + ZCAM Teorem o kutu izmedu tetive i tangente.
= /LCAD

Dalje imamo ZCPM = ZCDA jer su to kutovi nad tetivom AC
kruznice opisane trokutu ACD.

Prema K-K poucku o sliénosti trokuta slijedi da su trokuti AC'D i
MCP sliéni pa je
IMC|  |MP]| 1)
|AC| — |AD|"
Nadalje, zbog teorema o kutu izmedu tetive i tangente imamo ZACM =
LMAD =/NAD i Z/CAM = Z/CAN = ZADN.

Odavde slijedi (prema K-K poucku o slicnosti) da su trokuti ACN
i DAN slicéni. Vrijedi:
|[AN|  |MC]

= , 2
|AD| |AC| 2)
Iz i slijedi
|[MP| |AN|
|AD|  |AD|’

odnosno |M P| = |AN|, §to je i trebalo dokazati.



Zadatak 5. Dana je polukruznica nad promjerom AB i na njoj tocke

C' i D tako da vrijedi da tocka C' pripada luku AD i da je kut ZC'SD
pravi, pri cemu je S srediste duzine AB. Neka je E sjeciSte pravaca
AC i BD, a F sjeciste pravaca AD i BC. Dokazite da je |EF| = |AB|.

Rjesenje. Skica:

U ovom zadatku treba dokazati jednakost duljina nekih duzina sto
moze znaciti da treba traziti sukladne trokute s tim stranicama. Ako
ovdje dokazemo sukladnost trokuta ABC i FFC, tada bi slijedila

trazena tvrdnja.

Buduéi da su tocke D i C' na kruznici (polukruznici), kutovi ZACB
i ZADB su pravi (Talesov teorem). To ujedno znaéi da su AD i BC
visine trokuta ABE. Budud¢i da se one sijeku u tocki F', ona je za-

pravo ortocentar tog trokuta, a buduéi da i EF' prolazi kroz F', slijedi
EF 1 AB.



Prema teoremu o srediSnjem i obodnom kutu slijedi ZCAD = 450,
Trokut AC'F je pravokutan pa sada zaklju¢ujemo da je jednakokracan
pravokutan i |AC| = |CF|.

Takoder je i ZFCE = 90° = LZACB i ZEFC = ZBAC (jer su to
kutovi s okomitim kracima) pa slijedi sukladnost trokuta ABC' i FEC
prema KSK poucku o sukladnosti.

Odavde je |AB| = |EF|, sto je i trebalo dokazati.



Geometrija - mix

Zadatak 1. Ako je H ortocentar, a O srediste opisane kruznice tro-
kuta ABC, tada je ZBAC = 60° ako i samo ako je |AH| = |AO|.

Dokazite!

Rjesenje. Neka su D i F nozista visina iz tocaka B i A na AC i
BC redom, a E noziste visine iz tocke O na AB. Skica:

Ako u zadatku imamo izraz ,,ako i samo ako”, to znaci da treba doka-
zati tvrdnju ekvivalencije. U ovom zadatku to znaci da prvo treba pret-
postaviti da vrijedi ZBAC = 60° i dokazati da je |AH| = |AO|. Nakon
toga se treba vratiti na pocetak, pretpostaviti da vrijedi |[AH| = |AO)|
i dokazati da je ZBAC = 60°.

Pretpostavimo najprije da je ZBAC = 60°. Treba dokazati jednakost
duljina nekih stranica pa bi bilo dobro da, ako je moguce, dokazemo
sukladnost trokuta koji sadrzavaju te stranice.



Prvo promatrajmo trokut ABO. To je jednakokracan trokut jer je
O srediste opisane kruznice pa je |[AE| = |AB].

Promatrajmo trokut ABD. To je pravokutan trokut sa unutarnjim
kutovima veli¢ina 30°, 60° i 90° pa je |[AD| = 3|AB|, odnosno imamo

|AE| = |AB|.
Dalje, trokut AF'C' je pravokutan pa je ZFAC =90 — LZACB.

Zbog teorema o srediSnjem i obodnom kutu, vrijedi da je ZAOB =
2/ACB, odakle je ZEOA = ZACB (jer je AAOB jednakokracan) i
jos ZOAE =90 — ZACB. Sve zajedno, / FAC = ZOAFE.

Jos imamo . Prema KSK poucku o suklad-
nosti zaklju¢ujemo da je trokut H DA sukladan trokutu OF A odakle
slijedi |OA| = |AH|.

Sada preostaje dokazati drugi smjer. Pretpostavimo da je |[AH| =
|AO|. Treba dokazati da je ZBAC = 60°.

Prvo promatramo trokut AF'C. Odavde je ZFAC = 90 — LZACB
i odavde slijedi /DHA = ZACB.

Prema teoremu o obodnom i sredisnjem kutu je ZBOA = 2/ZACB
pa je odavde ZFOA = ZACB.

Zbog toga sto je trokut ABO jednakokracan imamo L/OAB = /ABO =
90° — LACB.

Pocetna pretpostavka je bila pa slijedi sukladnost tro-
kuta AOE i AHD te |AD| = |AE| = 3|AB|.

Budu¢i da je trokut BDA pravokutan, i [AD| = 3|AB], slijedi da su
veli¢ine unutarnjih kutova trokuta BDA 30°, 60° i 900, tj. Z/BAC =
90°, sto je i trebalo dokazati.



Zadatak 2. U siljastokutnom trokutu ABC, Z/BAC = 45°. Tocke
O i H su srediste opisane kruznice i ortocentar trokuta ABC, re-
dom. Tocka D je noziste visine iz vrha B. Tocka X je poloviste
luka AH kruznice opisane trokutu AH D koji sadrzi D. Dokazite da je
|DX| = |DO|.

Rjesenje. Ovo je rjesenje koje je ponudio polaznik tecaja MetaMath
zaq. Mi ¢emo ga samo dopuniti skicom.

- -

Neka je E noziste visine iz C' na AB. Kako je ZAEH = 90°, znamo
da F lezi na opisanoj kruznici trokuta AHD.

Kako je to onda ujedno i opisana kruznica trokuta AHFE, znamo da X
lezi na polovistu luka nasuprotnog tocki E, tj. da X lezi na simetrali

kuta AEH. Zato je ZXFEA = 45°.

Oznacimo M = XFE N AC. Sada iz trokuta AEM zakljucujemo



ZAME = 90°. Takoder imamo da je ZMCE = 45°, a kako AAEM i
AFECM dijele stranicu EM, zakljucujemo da je AAEM = ANECM.
Posebno, vrijedi |[AM| = |MC]|.

Medutim, onda je EM simetrala stranice AC' pa znamo da je O € EM
(jer je AABC siljastokutan). Kako je ZADB = 90°, iz trokuta ABD
slijedi ZABD = 45°. Dakle, AADB je jednakokracan.

Neka je N poloviste stranice AB. S jedne strane, znamo da je DN L
AB, a s druge da je ON 1 AB. Zakljucujemo da je O € DN. Po-
sebno, DO L AB pa je DO || CE.

Kako se trokuti M DO i M EC prostiru na dva zajednicka pravca, a
trece strane su im paralelne, zakljucujemo da je AMDO ~ AMEC.
Slijedi da je ZMOD = ZM DO = 45°.

Ranije smo ustanovili da su tocke A, E, H, D, X konciklicke. Sada
iz teorema o tetivnhom cetverokutu primjenjenom na AEDX slijedi
/XDM =/XDA=/XFEA=45°1 /DXM = /DXFE =/DAFE =
45°. Sada vidimo da se AXMD i AODM podudaraju u svim kuto-

vima.

Kako oni takoder dijele stranicu M D, slijedi AXMD = ANODM,
a posebno |DX| = |DO|.



