Zadatak 1.

Od pet brojeva prva tri ¢ine aritmeticki niz s razlikom 8, a posljednja Cetiri ¢ine
geometrijski niz s kvocijentom 2. O kojim se brojevima radi?

Rjesenje. Oznacimo brojeve redom 1, x2, 3,24, r5. Bududéi da prva tri broja
¢ine aritmeticki niz s razlikom 8 mozemo ih zapisati kao

ry=x—8, xTyo=x, x3=x+8.

Brojevi x2,x3, 14,5 Cine geometrijski niz s kvocijentom 2, pa, uvazujuci
prijasnju oznaku xs = z, ih mozemo zapisati kao

Tro =2, x3=2r, x3=4r, x5=8T.

Stoga vrijedi z3 = x + 8 1 3 = 2z iz ¢ega slijedi 2¢ = = + 8, odnosno =z = 8.
Slijedi da su trazeni brojevi 0, 8, 16, 32, 64.

*



Zadatak 2.

Duljine stranica trokuta a, b, ¢ su tri uzastopna ¢lana aritmetickog niza, a duljine
visina na te stranice, v,, vp, V., istim su redom tri uzastopna ¢lana geometrij-
skog niza. Ako su duljine stranica dvoznamenkasti prirodni brojevi, koje sve
vrijednosti moze poprimiti opseg tog trokuta?

Rjesenje. Oznacfimo li sa d razliku aritmetickog niza ¢iji su ¢lanovi stranice
trokuta slijedi da dane stranice mozemo zapisati kao a =b—d b, c=b+d.
Oznacimo li sa P povr§inu tog trokuta slijedi da su duljine visina tog trokuta

2P 2P 2P
Vg =17—, UVp=—), Ug=-—"7.
“Th—d " b b+d
Buduéi da su to tri uzastopna ¢lana geometrijskog niza, a u svakom geometrij-
skom nizu (q,,) za svaki n > 2 vrijedi ¢2 = ¢,,_1 - gnt1, slijedi da je

vfzva-vc

2P\? 2P 2P
b) b-d b+d

11 1
2 b—d b+d
b= (b—d) - (b+d)
b2:b2_d2

d>=0

d=0.

Dakle, razlika ¢lanova aritmetickog niza jednaka je 0, pa je taj niz konstan-
tan. Slijedi da je trokut jednakostrani¢an. Buduéi da je duljina stranice bilo
koji dvoznamenkasti prirodan broj slijedi da su svi moguéi opsezi tog trokuta
opisani sa

Ok = 3ak
=3-(10+k)
=304+3k, 0<k<89.



Zadatak 3.

Tri razli¢ita realna broja a, 2022 i b su tri uzastopna ¢lana geometrijskog niza.
Ako su brojevi a 4+ 2022, b+ 2022 i a + b tri uzastopna ¢lana aritmetickog niza,
odredite brojeve a i b.

Rjesenje. Kako su a, 2022 i b uzastopni ¢lanovi geometrijskog niza, a u svakom
geometrijskom nizu (g,) vrijedi ¢ = ¢, _1qn 11, slijedi da je

2022% = ab. (1)

Sli¢no, iz Cinjenice da su a + 2022, b+ 2022 i a + b uzastopni ¢lanovi aritme-
tickog niza slijedi da je
(a+2022) + (a + b) = 2(b + 2022)
b= 2a — 2022.
Uvrstimo li dobiveno u (1) dobivamo da je
a-b=2022°
a - (2a — 2022) = 20222
2a* — 2022a — 2022 = 0
a? —1011a — 10112 =0

Sada rjesimo kvadratnu jednadzbu

1011 + /(—1011)2 — 4- 2 - (—1011)2
aip o = 5
1011 +3- 1011

2
= —1011,2022.

Primjetimo da a = 2022 po uvjetu zadatka ne moze biti rjeSenje (jer tada brojevi
a, 2022 i b nisu razli¢iti). Stoga je a = —1011. Uvrstimo li to u b = 2a — 2022
dobivamo da je b = —4044.

*



Zadatak 4.

Tri broja ¢ine rastuci aritmeticki niz. Ako drugi broj uvecamo za 1, a treéi za
10, niz postaje geometrijski. Ako je najmanji od ta tri broja jednak 2, koji su
to brojevi?

Rjesenje. Oznafimo razliku tog aritmetickog niza sa d. Primjetimo da je broj
d strogo veéi od 0 budué¢i da je niz rastuéi. Kako je zadano da je prvi ¢lan
tog niza jednak 2 slijedi da su tri broja koji ¢ine aritmeticki niz brojevi oblika
a1 =2,a0 =2+d,az = 2+ 2d.

Geometrijski niz pak ¢ine brojevi
n=a1=2, @=ay+1=3+d, q3=a3+10=12+ 2d.

Buduéi da u svakom geometrijskom nizu za svaka uzastopna tri ¢lana g, —1, ¢n, Gn+1
vrijedi jednakost ¢2 = ¢,_1qn11 slijedi da je

B =qqs
(3+d)* =2-(12+2d)
d*>+2d—15=0.
Odavde dobivamo

—24 /22 -4-1-(—15)
2

dio =

—24 /64
2

_ —2+38

)

=—5,3.

Rjesenje d = —5 odbacujemo buduéi da broj d mora biti pozitivan. Dakle je
d = 3 pa dobivamo
a; = 27

ap=2+d=25,
a3:2+2d:8

Stoga su trazeni brojevi 2,5, 8.



Zadatak 5.

U rastuc¢em aritmeti¢kom nizu (a,) umnoZak drugog i treceg €lana je 3, a um-
nozak treéeg i petog je —3. Koliko prvih ¢lanova niza treba zbrojiti da bi taj
zbroj bio minimalan?

Rjesenje. Oznag¢imo razliku tog niza sa d. Tada je a,, = a1 + d(n — 1), pa su
uvjeti iz zadatka

(a1 +d)(a1 +2d) =3 i (a1 +2d)(ay +4d) = -3.
Podijelimo li drugu jednadzbu s prvom dobivamo

(a1 +2d)(ay +4d) -3

(a1 +d)(a1 +2d) 3

ay +4d .
a1 —+ d -
5
a; = _id
Uvrstavanjem a; = f%d u prvi uvjet dobivamo

() (2 =
(199

d* =4
d=+2.
Bududéi da je niz rastudi rjeSenje d = —2 odbacujemo. Dakle, jedino rjeSenje je

d = 2. Slijedi da je
5
a; = —§d = —b.

Zbroj prvih n ¢lanova aritmetickog niza dan je formulom

ay + an
Sn—n'T
n.al—l—al—i—d(n—l)
2
(n—1)n
2 i

=na; +d-
pa je u naSem slucaju
(n—1)n

S, = -5 2
n —+ 5

=n? —6n
=n?>—6n+9-9
=(n—-3)72%-9.



Buduéi da je izraz (n — 3)? nenegativan za svaki prirodan broj te je jednak nuli
za n = 3 zakljuCujemo da je zbroj prva tri ¢lana danog niza minimalan.

*



Zadatak 6.

Dan je niz (a,) koji ¢iji ¢lanovi zadovoljavaju rekurzivnu formulu
an=2+ap-a1-...-ap_1, n=>1.

Ukoliko je ag = 3 dokazite da su svi ¢lanovi tog niza u parovima relativno prosti
brojevi.

Rjesenje. Tvrdnju zadatka dokazat ¢emo metodom kontradikcije. Pretposta-
vimo suprotno: postoje m > n > 0 takvi da ¢lanovi niza a., i a, nisu relativno
prosti. Dakle, postoji k € N, k # 1, takav da k | a;, 1 &k | an. Iz dane rekurzije
za broj m dobivamo da je

Am —2=0a0p Qg --.CQp " .. Qm—1-

Buduéi da k dijeli a,, slijedi da k dijeli i ¢itavu desnu stranu. Zbog toga dijeli
i lijevu stranu, pa kako dijeli a,, slijedi da mora dijeliti i 2. Stoga je jedina
mogucnost m = 2. Ukoliko pokazemo da su svi ¢lanovi niza neparni otpast ¢e i
ta moguénost. Dakle, ako su svi ¢lanovi tog niza neparni pretpostavka nam je
bila kriva, pa su ¢lanovi tog niza u parovima relativno prosti.

Tvrdnju da su svi ¢lanovi tog niza neparni brojevi pokazujemo principom
matematicke indukcije.

Baza indukcije Bududi da je ag = 3 neparan, baza indukcije je zadovoljena.
Korak indukcije Neka je n € N i pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za svaki 1 < k < n.

Korak indukcije Dokazimo da tada tvrdnja vrijedi i za n + 1.
Pretpostavimo da je a,+1 paran. Tada iz rekurzivne relacije slijedi 2 |
(24+ap-ay-... ay), pa dobivamo da 2 | a; -as ... - a, pa kako je 2 prost
broj slijedi da dijeli barem jedan a;. No to po pretpostavci indukcije nije
moguce buduéi da su svi ay neparni brojevi. Dakle, a, 41 je paran broj.

Po principu matematicke indukcije zaklju¢ujemo da je a,, neparan za svaki n >
0.

*



