Zadatak 1.

Neka je C realan broji i neka je (ay,)nen niz realnih brojeva. Za n € N defini-
rajmo

Pretpostavimo da za svaka tri medusobno razli¢ita broja 4, j, k vrijedi
(i —j7)My+ (j — k)M, + (k—i)M,; = C.
Dokazite da su nizovi (M,,) i (a,,) aritmeticki.

Rjesenje. Uvrstimo li trojke (i,5,k) = (1,2,3) i (4,4,k) = (2,1,3) u danu jed-
nadzbu dobivamo da je

—Ms3 — My +2My =C = M3 — 2Ms + My,

odnosno da je C = —C pa slijedi da je C = 0. Sada uvrStavanjem trojke
(4,7, k) = (n — 1,m,n + 1) dobivamo da je

—Mnp41 — Mn—l + 2Mn = Ov
odnosno
2Mn = Mn—l + Mn+1a

§to pokazuje da je niz (M,,) aritmeticki.

Dakle, postoje realni brojevi m i d takvi da za svaki prirodan broj vrijedi
M,, = m + dn. Primjetimo da vrijedi nM,, — (n — 1)M,,_1 = a,,. Uvrtavanjem
izraza za ¢lanove niza (M,,) i sredivanjem dobivamo

an =n(m+dn) — (n—1)[m+d(n—1)]
=nm+dn®> —nm —dn®+dn+m+dn—d
— (m—d) + (2d)n,

pa je i niz (a,) aritmeticki.



Zadatak 2.

Odredi zbroj prvih 9999 ¢lanova niza

1
ap=—F——, n=1
ne+n

Rjesenje. Primjetimo kako za opéi ¢lan niza imamo
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Stoga je suma S,, prvih n ¢lanova tog niza jednaka

S,=a1+as+...+a,_1+ay,

A

Sada dobivamo
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Zadatak 3.

Neka je by, . . . b1g11 konacan niz brojeva ¢iji je k-ti ¢lan jednak by = 2asg, gdje je
ay, koeficijent uz z* polinoma p(x) = (x+1)%(x +2)¢... (v +337)%. Izracunajte

S: \G/b0+...+b1011.
Rjesenje. Zapi§imo polinom p pomocu koeficijenata
p(x) =ap+ a1z + ...+ az™. (1)

Bududi da je p(z) = (z + 1)5(z + 2)%... (z + 337)° slijedi da je stupanj tog
polinoma jednak n = 337 - 6 = 2022.

Primjetimo da evaluiranje uvr§tavanjem 2 =11z = —1 u (1) dobivamo
p(1) = ao + a1 + ... — azo21 + az022
p(=1) =ap — a1 + ... — az21 + azo22.

Zbrajanjem tih jednakosti slijedi
p(1) + p(—1) = 2ag + 2a4 + . . . + 2a2022,
a kako je by = 2as;, dobivamo da je
bo + ...+ bio11 = p(l) + p(-1).
Iz teksta zadatka sada vidimo da je
S =vp(l)+p(-1),

pa za izracunati rjeSenje preostaje jo§ direktno odrediti vrijednosti p(1) i p(—1).
Uvrstavanjem x = 1 u izraz dan u zadatku dobivamo

p(1)=(1+1)°1+2)5...(1+337)5 =25.3%.....338% = (338!)°.
Uvrstimo li pak x = —1 prvi faktor jednak je (—1 4 1)¢ = 0 pa je i p(—1) = 0.
Slijedi da je rjesenje
§=V/p(1) +p(-1)

= /(33816 + 0

= 338!



Zadatak 4.

Neka je n > 2 prirodan broj i neka su ag, ... a, uzastopni ¢lanovi aritmetickog
niza. Dokazite da vrijedi

ap — (T)al —|—...—|—(—1)k<2)ak —|—...—|—(—1)"<Z)an = 0.

Rjesenje. Bududi da je niz a,, aritmeticki imamo a,, = ag + dn, n € N, za neki
d € R. Slijedi da je

S

Il
)
o
|
/N
= 3
N———
Q
=
_l’_
+
|
[t
~—
3
N
S S
N——
£

|
[+
T
—_
S~—
B
7N
> 3
~—_
—
S
+
SN
=

k=0
. :20(1)’“(7;) + d}io( 1)’%(;)
=ag-S1+s-5s.

Imamo

S = ki_o(—nk(Z)
(M

= (i)

(_ )lc . 1n7k
-14+1)"

U op¢em sumandu u Sy zeljeli bismo eliminirati k& tako da i na S mozemo
primjeniti binomni teorem. Za to ¢emo broj k() interpretirati na dva nacina.
Zamislimo da imamo razred s n ufenika. Od tih n uenika biramo njih &
koji ¢e predstavljati razred na nogometnom natjecanju, a zatim od tih k& ucenika
biramo jednog koji ¢e biti kapetan ekipe.
To moZemo napraviti na

0000

Taj odabir mogli smo napraviti i na sljedeéi nac¢in: najprije od n ucenika u
razredu biramo jednog koji ¢e biti kapetan ekipe, a zatim od preostalih (n — 1)
biramo (k — 1) u¢enika koji ¢e takoder igrati u ekipi. To moZemo napraviti na

() GoD) -G

nadcin.



Bududi da se ta dva broja moraju podudarati slijedi da vrijedi

(o) =(5)

Iskoristimo 1i taj rezultat dobivamo

Sy = i(—l)’“k(Z)
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Dobili smo da su S; i S2 oba jednaka nuli, pa je kona¢no
S = agS1 +dSs =0,

§to je i trebalo dokazati.



Zadatak 5.

Neka je u prostoru dano n ravnina koje sve prolaze jednom tockom O, ali nikoje
tri ne sadrze isti pravac i neka je D, broj dijelova na koje te ravnine dijele
prostor. Dokazite da je svaki ¢lan niza (D,,) paran broj.

Rjesenje. Promatramo broj dijelova D,,_; i n-tu ravninu. Buduéi da svaka od
prvih (n — 1) ravnina sije¢e n-tu ravninu sije¢e po pravcu koji prolazi to¢kom O
i jer se nikoja od tih (n — 1) pravaca ne poklapaju (da se poklapaju tri ravnine
bi sadrzavale isti pravac) slijedi da prvih (n — 1) ravnina dijeli n-tu ravninu na
2(n—1) dijelova. Dakle se dodavanjem n-te ravnine broj dijelova prostora D,,_1
povecao za 2(n — 1).

Iz gornje diskusije zaklju¢ujemo da za n > 2 vrijedi

Dp=D,_1+2(n—1).

Ocito imamo D = 2.
Zbrajanjem prvih n ¢lanova tog niza dobivamo

Di+Da+...4Dp 1+ Dp=2+(D1+2)+...+ [Dp_o+2(n—2]+[Dy_y1 +2(n—1)]
D,=2+4+2+...+2(n—-2)+2(n—1)
=242[14+...+(n—-2)+ (n—1)]
(n—1)n
2
=n?—n+2

=242

Primjetimo da vrijedi
D, =n®>—-n+2

=n(n—1)+2.

Toc¢no jedan od brojeva nin—1 je paran za svaki n € N. Slijedi da 2 | n(n—1)
pa po gornjoj formuli vrijedi i 2 | D,,.

Napomena. Cinjenica da je svaki ¢lan niza paran mogla se dokazati i koriste-
njem principa matematicke indukcije iz podataka

Dn:Dn,1+2(’I’L—1), D1 = 2.



