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1 Uvod

Dobrodosli na jo$ jedan te¢aj iz geometrije! Ovotjedna tema je Potencija tocke i tetivni Cetverokuti.
Kao sto mozete pretpostaviti, postoji online MNM predavanje Tetivni ¢etverokuti

i Potencija tocke koje bi svakako trebali prouciti ukoliko se prvi put susrecéete

sa ovim pojmovima, no i opéenito ¢ée vam pomoci kako bi lakSe rijesili pojedine

zadatke.
Premda se ¢ini kako obradujemo dvije teme pod jednom, ove dvije teme su

dosta povezane, §to éemo vidjeti u sljedeéem primjeru.

2 Primjeri

1. Dana je kruznica k te tocka T izvan nje. Kroz T su povucena dva pravca
koji sijeku danu kruznicu uw A i B, odnosno C' i D. DokaZite da vrijedi
|TA|-|TB|=|TC|-|TD|.

Rjesenje.
Sa MNM predavanja 1.zadatak:
Neka su to¢ke A, B,C' i D vrhovi ¢etverokuta tim redom. Trokuti AT AD

i ATCB imaju zajednicki kut pri T te su kutevi /ZTAD i /TCB jednaki

jer je Cetverokut tetivan. Naime, /T AD = 180°— /BAD = /BCD. Sada

. . . ITA| _ |TC| ;. « .
slijedi da su ta dva trokuta sli¢na pa imamo 1TD] = 7E| 1% tega dobivamo

ITA|-|TB| =|TC|-|TD|.

Napomena.

1) Neke oznake koje se koriste za potenciju tocke X na kruznicu k: (X, k), Pow(X, k).
2) Ukoliko bi pomicali sekantu T'C, tj. priblizavali to¢ke C' i D te naposli-

jetku dobili tangentu iz to¢ke T na kruznicu k (C' = D)

— Pow(T,k) =TC -TD = TC?,


https://mnm.hr/wp-content/uploads/2016/02/tetivni_cetverokut.pdf
https://mnm.hr/wp-content/uploads/2016/03/potencija_tocke.pdf
https://www.skoljka.org/media/attachment/1/00116_48xzf99ba0cr2eexgop8/potencija_tocke.pdf

§to drugacije mozemo zapisati, koriste¢i Pitagorin poucak,

Pow(T, k) = |TO|* — 2,
gdje je O srediste k te r pripadni radijus, izraz moze biti negativan ukoliko
T bude unutar kruznice.

3) Sli¢an dokaz vrijedi i za T unutar kruZnice, dok T' € k = Pow(T, k) =
0.

4) Naime, vrijedi i obrat, ukoliko vrijedi |TA|-|TB| = |TC|-|TD| i T je
na duzinama AB i C'D ili T nije na nijednoj od njih) onda je etverokut
ABCD tetivan, tj. postoji kruZnica na kojoj se te tocke nalaze.

. Neka su ky i ko dvije kruznice koje se sijeku u tockama A i B. DokaZite da
je pravac AB geometrijsko mjesto svih tocaka koje imaju jednaku potenciju
na obje kruznice.

RjeSenje.
MNM predavanja 5.zadatak

Neka je P proizvoljna tocka na AB, tada (P,k1) = PA-PB = (P, ks),
¢ime smo dokazali da sve toc¢ke na pravcu imaju jednaku potenciju na obje
kruznice.

Pretpostavimo da postoji tocka @ koja se ne nalazi na AB takva da ima
jednaku potenciju na obje kruzénice, tada pravac PB sijece k1 1 ko u C' i
D (razlicite od A, |C'D| > 0), redom. No sada imamo

(Q.k1) = (Q.k2) = QC-QB=QD-QB = QC=QD,

sto daje kontradikciju (bududéi da se @ ne nalazi izmedu C' i D) te time i
tvrdnju zadatka.

. Dokazi da u trokutu ABC postoji srediSte opisanog opisa. Odnosno, da
postoji tocka O tako da je |OA| = |OB| = |0C|.

RjeSenje.

Konstruirajte kruZznicu polumjera nula (!) sa sredistem u A i oznadcite je s

w4. Definiramo wpg i we sliéno. Buduéi da centri nisu kolinearni, mozemo
pronadi njihovo radikalno srediste O (Vidi zadatak 10. MNM predavanje).

Sada znamo da su potencije od O do svakog od wa,wp,wc jednake.
Preformulirano, (kvadrat) duljine "tangenti" na svaku kruznicu su jed-
nake: to jest, |0A|?> = |OB|? = |OC|%.

(Da vidite da je |OA|? stvarno potencija to¢ke, samo upotrijebite Pow(O,w,) =
|OA|? — 0% = |OA|%.) Odavde izvodimo da je |OA| = |OB| = |OC]|, kako

se i trazilo.


https://www.skoljka.org/media/attachment/1/00116_48xzf99ba0cr2eexgop8/potencija_tocke.pdf

3 Tetivni, pot tocke - laksi zadaci

4. Dana je kruznica sa srediste O te tetivom BD. Na tetivi je odabrana tocka
E takva da je |BE| = 5,|DE| = 3. Presjek EO sa kraéim lukom BD je
tocka C. Ako je |CE| =1, koliko je radijus kruznice?

Rjesenje.
Neka je A tocka drugog presjeka OC sa kruznicom.

Tada promotrimo potenciju tocke E na danu kruznicu,
|EB|-|ED| = |EC|-|EA|
racunanjem i uvrStavanjem (ozna¢imo R = |OA|):
5-3=1-(2R-1)

iz Cega lako dobiti R = 8.

5. Dijagonale tetivnog cetverokuta su medusobno okomite i dijele ga na cetiri
trokuta. DokaZite da visina svakog od tih trokuta i teZisnica mjemu na-
suprotnog trokuta, povudene iz sjecista dijagonala, leZe na istom pravcu.

RjesSenje.

Zupanijsko natjecanje 1999 SS1 1

6. Neka je ABC' trokut i promotrimo tocku P u njegovoj unutrasnjosti. Pret-
postavimo da je BC' tangenta na opisane kruZnice trokuta ABP i ACP.
Dokazite da se polupravac AP raspolavija BC.

Rjesenje.

Neka je X := AP N BC.

Promotrimo potenciju tocke X na opisanu kruZnicu trokut ABP:
| XAl |XP|=|XB?

bududi da je X B tangenta na tu opisanu kruznicu.

Sli¢no, ako napiSemo potenciju tocke X na opisanu kruznicu trokuta AC P:
|XA|-|XP|=|XC|.

Sada lako vidimo da vrijedi | XB|? = |XC|? = |XB| = |XC]|, §to smo
trebali i dokazati.


http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/1999/1999-SS-zup-1234-zad+rj/1999-SS-zup-1234-zad%2Brj.pdf

7. Tocka P je poloviste duZine @ubine 2. Neka je T diraliste tangente iz
tocke A na kruznicu promjera PB. Odredi duljinu |PT)|.

Rjesenje.
Zupanijsko natjecanje iz matematike 2019, SS2 4
Drugo rjesenje.

Neka je T” preslika T preko sredista kruznice O, tada je O poloviste prom-
jera TT’ te tocka P dijeli AO u omjeru 2 : 1 pa zaklju¢ujemo da je P
teziste AATT'.

Nadalje, ozna¢imo drugi presjek AT” i kruZnice sa R te poloviste AT’ sa
S. Promotrimo potenciju to¢ke A na kruznicu:

AP - AB = AT?,
pa slijedi da je AT = v/2. Koristimo pitagoru u AATT’ kako bi dobili
AT’ = /3.

Ponovnim promatranjem potencije tocke A na kruZznicu dobivamo,
AD? = AR - AT,

iz ¢ega dobivamo AR = %\/g, stoga je ST' = %\/3 te SR = %\/g
Primjenom Euklidovog poucka u pravokutnom AATT’ (v? = pq) imamo
2 ! 2
TR =AR-RT" = 3
Kona¢no, iz Pirtagorinog poucka u ASRT slijedi da T'S? = TR?>+SR? —

TS = @, pa bududi da je P teziste, PT = %

8. Neka je AABC Siljastokutan. KruZnica promjera AB sijece (produZenu,)
visinu CC" w M i N. KruZnica promjera AC sijede (produZenu) visinu
BB' uw P iQ. Dokazi da M, N, P i Q leZe na istoj kruznici (konciklicne).
Rjesenje.

USAMO 1990/5

4 Tetivni, pot tocke - tezi zadaci

9. Na stranicama BC, AC, AB trokuta ABC dane su tocke A, By, C, takve
da se AAy,BBy,CCy sijeku u tocki X te vrijedi /AAC = /BB1A =
/CC1B. Dokazi da je X ortocentar NABC.


http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2019/2019-SS-zupanijsko-1234-zad+rj/2019-SS-zupanijsko-A-1234-rj.pdf
https://artofproblemsolving.com/community/q1h1619947p10136042

10.

11.

12.

Rjesenje.

Uo¢imo da dana jednakost kuteva implicira tetivnost ¢etverokuta X A1CB1, X B AC,

i XChBA;.

Promotrimo potenciju tocke A na (XA;CB;) i XC1BA;. Iz prve dobi-
vamo:

[ACL| - |AB| = |AX] - [AAy],

te iz druge
|AB, |- |[AC| = |[AX] - |A44].

Kombiniranjem dobivamo |AC,| - |AB| = |ABj|- |AC| §to nam daje da je
cetverokut BC'B;C, tetivan.
Sada zavrsavamo obodnim kutem (prva jednakost) te jednakosti iz zadatka
(druga jednakost):

/BB,C = /BC,C = /BB, A

abuduéidaje /BB1C+/BB1A=180° = /BB; A = 90°, §to dokazuje
da su AA{, BBy,C(C} visine AABC te X ortocentar.

U siljastokutnom ANABC,|AB| = 4. Neka je D tocka na BC takva da
/BAD = /CAD. Neka AD sijece opisanu kruznicu trokuta ABC u X.
I' je kruznica koja prolazi kroz D i X takva da je tangentna na AB u P.
Ako |AP| = 6, izracunaj |AC)|.

RjeSenje.

Duke Math Meet 2014 Team Round 6

Duije kruznice 'y, Ty sijeku se u tockama C i D. Pravacl sijeceT'y u A,Y,
duzinu CD u Z, te I's u X, B, redoslijedom A, X,Z,Y,B. Neka je BW

zajednicka tangenta na kruznice, sa W naT'y. Pretpostavimo |ZX| = |ZY|
i |AB|-|AX| =100. Nadi |BW/|.
Rjesenje.

SMO Senior 2014 P35: Circles

U trokutu NABC, preslika tocke C' preko polovista nasuprotne stranice
oznacimo sa T. Tocke Hy, Hs moZiSta visina spustenih sa vrhova A, B,
redom, H je ortocentar trokuta NABC. Dokazi da su pravci TH i HyHy
okomits.

Rjesenje. (angle chase)


https://artofproblemsolving.com/community/c4t145f4h613191_duke_math_meet_2014_team_round_6
https://artofproblemsolving.com/community/c4t145f4h592217_smo_senior_2014_p35_circles

13.

14.

15.

Ako ozna¢imo sa S noziSte visine iz vrha C, sa P kao presjek AB i TH,
sa (Q presjek CH i H1H,, te sa R presjek HiHy i HT. Tada tvrdimo da
je cetverokut PQRS tetivni. Nije tesko dokazati da je /ZSPR = /SQR
pomocu angle chase-a te Cinjenice da je cetverokut AT BH tetivan jer
/AHB =180° —v,a /ATB = /ACB = .

Neka su A, B,C i D kolinearne tocke tim redoslijedom. KruzZnice promgjera
AC' i BD sijeku se u tockama X i Y. Neka je P tocka na pravcu XY
koja se ne nalazi na praveu AB te neka su M i N drugi presjeci pravaca
CP i BP s kruznicama nad AC i BD, tim redom. DokaZite da se pravci
AM,DN i XY sijeku u jednoj tocki.

RjeSenje.

youtube video rjesenje

5 Tetivni, pot tocke - jos tezi

U trokutu ABC vrijedi BC' = 20. Upisana kruznica trokuta trisecira teZisnicu
AD (dijeli ju na tri jednaka dijela). Izracunagte povrsinu trokuta ABC.
Rjesenje.

2005 AIME I Problems/Problem 15

Dan je trokut ABC, neka su P i Q tocke na stranicama AB i AC, redom,
takve da |AP| = |AQ)|. Neka S i R su razlicite tocke na duZini BC' takve
da S lezi izmedu B 1 R, /BPS = /PRS, te /CQR = /QSR. Dokazi da
su P, Q, R, S konciklicne (tj. da leze na jednoj kruznici).

Rjesenje.
2012 USAJMO Problems/Problem 1


https://www.youtube.com/watch?v=7k93M0muwEk
https://artofproblemsolving.com/wiki/index.php/2005_AIME_I_Problems/Problem_15
https://artofproblemsolving.com/wiki/index.php/2012_USAJMO_Problems/Problem_1
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