Upisana i pripisana kruznica
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Nika Utrobicic¢

1 Uvod

U ovom ¢éemo tekstu promotriti neke ¢injenice o upisanim i pripisanim kruznicama koje nam mogu puno pomo¢i na natjecanju.
Kroz nekoliko ¢emo primjera prouciti zadatke s upisanim i pripisanim kruznicama s natjecanja, a za viSe primjera i zadataka za
vjezbu svakako pogledajte MNM predavanje o upisanoj i pripisanoj kruznici..

Ukoliko Zzelite dublje zac¢i u temu svakako prouéite PDF Prasanne Ramakrishnan All About Excircles i PDF Yufeija Zhaoa
Three Lemmas in Geometry, a zahtjevnije zadatke mozete prona¢i u ovom jodliénom predavanju o pripisanim kruZnicama.
Ukoliko biste htjeli znati vise o drugim zanimljivim kruznicama, koristit ¢e vam ovo MNM predavanje o Feuerbachovoj kruznici.

2 Korisne ¢injenice

TANGENCIJALNI CETVEROKUT - PITOTOV TEOREM Cetverokut kojem se moze upisati kruznica nazivamo tangencijalan

cetverokut.
Cetverokut je tangencijalan ako i samo ako mu je zbroj duljina nasuprotnih stranica jednak. SrediSte upisane kruZnice mu

je u sjecistu simetrala kuteva.
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a+c:b+d]

DokAZz mna linku

POVRSINA Povrsinu trokuta mozemo izracunati koristeéi radijus upisane kruZnice.


https://www.skoljka.org/media/attachment/2/00289_ts61d8p1m44ayjjh0o9a/Zagreb_2021_2022__S12.pdf
https://www.awesomemath.org/wp-pdf-files/math-reflections/mr-2014-06/excircles.pdf
https://yufeizhao.com/olympiad/three_geometry_lemmas.pdf
https://natjecanja.math.hr/wp-content/uploads/2016/12/G-Pripisane-kru%C5%BEnice-Stipe.pdf
https://mnm.hr/wp-content/uploads/2016/10/Feuerbachova_kruznica.pdf
https://artofproblemsolving.com/community/c4h1300302_this_a_better_problem_than_that_fe_geometry
https://mnm.hr/wp-content/uploads/2015/10/povrsine_u_geometriji.pdf
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Duljine aq, as, b1, ba, ¢1 1 co sa slike mogu se izraziti preko stranica trokuta AABC:

at+c—0b
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a+b—c
G,Q:bl:T
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DokAz Povrsinu trokuta AABC moZzemo prikazati kao sumu povrsina trokuta ABIC, ACIA i AAIB. Tada

Papc = Pprc + Pcra + Pars

2
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Pa smo dokazali formulu za povrsinu. Primijetimo da, kako su stranice trokuta AABC tangente upisane kruznice, po teoremu
o potenciji tocke a; = c2 (odsjecci tangenti iz B na upisanu kruZnicu), te az = by i ba = ¢;. Tada sustav

a1 +ax=a

b1 +bx=0>

c1+co=c
postaje

ay +ag =

as +by=0b

by +a; =c

no sada smo dobili sustav 3 jednadzbe s 3 nepoznanice, kojeg lako rijeSsimo i uvjerimo se da formule vrijede.

LEMA 0 TROZUPCU Neka je ABC trokut. Neka je I srediste trokutu upisane kruznice. Neka je D poloviste luka AC koji ne
sadrzi B. Tada je S
DA=DC=DI=DFE

gdje je E srediste trokutu pripisane kruznice koja dira AB, BC' i AC.



DoKAz mna linku

PRIPISANE KRUZNICE Doslo je vrijeme da definiramo pripisanu kruZnicu: A-pripisana kruznica trokuta je ona kojoj su
pravci na kojima leZe stranice trokuta tangente, a jedina stranica trokuta koju dira je ona nasuprot vrha A.

Njezino srediste je sjeciSte simetrala kuta trokuta u vrhu A i vanjskih kuteva u B i C.

Pripisane kruznice imaju mnoga lijepa svojstva u odnosu na upisanu kruznicu, a va$ ¢e zadatak biti dokazati sljedeca svojstva:

1. Vrijedi BD = CE.

2. Spojnica A i diralista pripisane kruznice E sije¢e upisanu kruZznicu u tocki dijametralno suprotnoj diraliStu upisane D.
Drugim rije¢ima, A D’ i E su kolinearne, gdje je D’ tocka dijametralno suprotna tocki D. Na sli¢an na¢in, A4, D i £ su
kolinearne, gdje je E’ tocka dijametralno suprotna tocki £

3. Pravci IE i I4D sijeku se u polovistu visine iz A.

Napomena: Za dokazati ove tvrdnje korisno se upoznati s homotetijom.

DoKkKAZ u ovom odli¢énom predavanju


https://hr.wikipedia.org/wiki/Lema_o_trozupcu
https://artofproblemsolving.com/wiki/index.php/Homothety
https://skoljka.org/media/attachment/2/00237_f20rvrr69qwcqcgodunq/Zagreb_2020_2021__J11.pdf

3 Primjeri

1. PRIMJER Rijesit éemo tipi¢ni primjer zadatka s upisanom kruznicom s zZupanijske razine natjecanja. Na nizim je razinama
natjecanja uobi¢ajeno susresti zadatke koji se lako rijeSe metodom povrsine, a najbitnije je imati na umu da je srediSte upisane

kruznice sjeciste simetrala kuteva.
Zadatak: U pravokutnom trokutu ABC' simetrale $iljastih kutova ZABC i /BAC sijeku katete AC 1 BC redom u tockama
D i E. Ako se pravci BD i AE sijeku u toc¢ki I, dokaZite

Papep = 2PaBr

RJESENJE Ovaj je zadatak zanimljiv jer se u njemu primjenjuje i poucak o simetrali kuta koji kaze da simetrala kuta
dijeli nasuprotnu stranicu u omjeru preostalih stranica. Taj nam rezultat ¢esto moze pomoc¢i u zadacima s upisanom kruznicom
- ukoliko se s njim prvi put susrecete, svakako ga dokazite.

Kako je BD simetrala kuta /ABC vrijedi |AD|: |CD| =c¢:ai AD + CD = b, nije tesko vidjeti da AD = & i CD = 2o

Na isti nacin zaklju¢ujemo i da je CE = #I’c 1 BE = 5.

Sada Zelimo izraziti povrsinu Getverokuta ABFED preko povrsine AABI.

Vrijedi
c-r
Papr = 5
Kako je ADCE pravokutan, ¢ini nam se zgodno izraziti Papgp kao Papc — Ppcg. Rad¢unamo:
a+b+c
Papc = — 7


https://en.wikipedia.org/wiki/Angle_bisector_theorem

_|DCJ-|CE] 1 ab ab
o 2 T2 a+c¢ b+e

Ppce

Cini nam se problemati¢no sto se u formuli za povrsinu ADCE ne pojavljuje r, ali kako je trokut AABC pravokutan, lako
mozemo izra¢unati koliki mora biti r pa ga ukljuciti u formulu. Iz

a+b+c ab
re —m——— =

2 2

slijedi da je r = #&C, stoga je

P _1-(a+b+c)-ab_r
DOE =9 (a+o)(b+c)

Sada jednostavno ra¢unamo

Papep = Papc — Ppck
_a—i—b—i—c_r-( - ab )
N 2 (a+c)b+c)
a+b+c (a+c)(b+c)—ab
— ro-
2 (a+c)(b+¢)
a+b+c c-(a+b+c)
— ero.
2 (a+c)(b+¢)

Sada prepoznamo izraz za Papr:

(a+b+c)?
P =P R S
ABED ABI (a+c)(b+c)

Dakle, ako dokazemo da je (a + b+ ¢)? = 2(a + ¢)(b + ¢), gotovi smo. Raspisujemo:

2(a+ ¢)(b+ ¢) = 2ab + 2bc + 2ac + 2¢*
= 2ab + 2bc + 2ac+ ¢ + 2
= 2ab + 2bc + 2ac + ¢ + a® + b? Pitagora
= (a+b+c)?

Stoga je
Papep = 2PaBr

§to je trebalo dokazati. Malo drugacije rjeSenje ovog zadatka i jo§ puno sli¢nih primjera mozete pronaé¢i u MNM predavanju o
metodi povrSine.

2. PRIMJER Na natjecanjima se ¢esto pojavljuju zadaci s upisanim kruznicama u kojima znamo nesto o odnosu stranica.
Zadatak: Ako je zbroj duljina dviju stranica raznostrani¢nog trokuta jednak dvostrukoj duljini trec¢e stranice, dokazi da je
pravac kroz srediste upisane kruznice i teziSte trokuta paralelan sa stranicom koja je srednja po duljini.

RJESENJE Prisjetimo se formule za povrsinu trokuta preko radijusa upisane kruznice - uvjet a + ¢ = 2b bi je mogao znatno
pojednostaviti:
a+b+c 3
P =r. —— = —br
'ABC 5 5
Prikazemo 1i sada povrsinu trokuta AABC' preko stranice AC' i odgovarajuce visine, imamo Pagc = b%, iz Gega lako dobijemo
|IBN| = v, = 3r.


https://mnm.hr/wp-content/uploads/2015/10/povrsine_u_geometriji.pdf
https://mnm.hr/wp-content/uploads/2015/10/povrsine_u_geometriji.pdf

Povucimo visinu na AC' iz T i ozna¢imo njeno noziste s V. Kada bismo dokazali da je TV = r, bili bismo gotovi jer bii I i
T bili jednako udaljeni od pravca AC, a kako su mu s iste strane to bi znacilo da je IT||AC.
Primijetimo sada da su trokuti ABNM 1 ATV M sli¢ni po K — K poucku jer im je 8iljasti kut u vrhu M zajednicki, a oba su

pravokutna. Zato |[TV|:|BN| = |TM]|:|BM]|. Sjetimo li se svojstava tezista, shvatit ¢emo da znamo da je omjer u kojem ono
dijeli tezignicu 2 naprama 1 od vrha prema stranici, stoga je |TM|: |BM|=1:3.
Dakle,

ITV|:|BN|=|TV|:3r=1:3

iz Cega zakljuCujemo da je |TV| = r, stoga smo gotovi.

3. PRIMJER Za kraj éemo baciti oko na rjeSenje jednog zadatka s upisanom kruznicom koji se pojavio na drzavnom natjecanju.
Kroz rjeSenje ¢emo proéi neformalno, s naglaskom na proces rjeSavanja - kako bismo do ovako necega mogli do¢i na natjecanju.
Detaljno rjesenje mozete prouditi na linku.

Zadatak: Upisana kruznica dodiruje stranice AB i AC trokuta ABC u tockama M i N. Neka je P sjeciste pravca MN i
simetrale kuta /ZABC'. Dokazi da je BP 1 CP.

RJESENJE 1. korak Odlu¢ujem da Zelim dokazati da je PCLI tetivan

Za pocetak, bilo bi prirodno uvesti oznaku za srediste upisane kruznice I i diraliste upisane kruznice sa stranicom BC, L. Kako
bismo mogli dokazati da je traZzeni kut pravi? Najbezbolniji put bi mogao biti traziti neki tetivni ¢etverokut. Imam li kandidata?
Da - kad bismo dokazali da je ¢etverokut PCLI tetivan, bili bismo gotovi! Je li to ¢etverokut kojem je razumno racunati kuteve?
Da, ne djeluje pretegko, kut /LCT veé¢ imam zbog upisane kruZnice... Da, ima smisla probati! Jo$ neki kandidat? Ako imam
nespretno nacrtanu skicu mogla bih se zeznuti na natjecanju pa gledati PCBM, ali naravno, kut /C'M B nije pravi jer CIM
nisu kolinearne.



https://mnm.hr/wp-content/uploads/2015/10/karakteristicne_tocke_trokuta.pdf
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2010/2010-SS-drz-1234-AB-zad%2Brj/2010-SS-drz-1234-A-rj.pdf

2. korak Ra¢unam kut /M PB
Sad kad sam odlucila $to radim, oznac¢im na skici sve kuteve koji mi djeluju korisno, a mogu ih izra¢unati. Zato sam oznacila
/ICL = 3. Mogu li nekako dobiti kut /M PB? Pa mogu! Kut /M BP je g, a kut ZPM B je vanjski kut trokuta AAMN. Sad
se sjetim svojstava upisane kruznice - vrijedi [AN| = |AM]|. Dakle, AAMN je jednakokracan, stoga je ZAMN = 90° — §. Sada
slijedi da je ZPMB = 90° 4 §, stoga je

™

o
LMPB=180°—-90°— - — = =
2 2

7
2

3. korak Uocavam deltoid
Hmm, ra¢unala sam 2 kuta i oba su ispala ... Da sam ih barem dobila na boljim mjestima, mogla bih odmah zavrsiti zadatak...
Konkretno, da sam dobila ZIPL = 7, bila bih gotova. Kutevi ZIPL i ovaj kut ZMPB, odnosno /M P1I su jako sli¢ni, skoro da
je jedan zrcalna slika drugog. Malo se bolje zagledam i vidim da to stvarno je tako! Naime, trokut BM L je jednakokracan jer su
M i L diralista upisane kruznice, a BP je onda, kao simetrala kuta nasuprot osnovice jednakokra¢nog trokuta, ujedno i visina na
ML. To znadi da je na nju okomita te da ju (jer je trokut jednakokradan) raspolavlja. Opcée je poznato da je Cetverokut ¢ije su
dijagonale okomite i jedna dijagonala raspolavlja drugu deltoid! Sada mogu zakljuciti da je /IPL = /M PI = /7. Napomena:
mogli smo samo uociti sukladnost trokuta ABM P i ABLP bez spominjanja svojstava deltoida.

4. korak Jej!
Primijetimo da sada imamo /IPL = /ICL = %, stoga je ¢etverokut IPLC tetivan, pa je /IPC + /ILC = 180°, a kako je
LILC = 90°, mozemo zakljuciti da je ZIPC = /BPC = 90°, pa je BP okomito na C'P, §to je trebalo dokazati.

Super, rijesili smo zadatak! U ovom zadatku vidjeli smo kako oznacavanje nekoliko toc¢aka za koje je prirodno da su na skici

moze bitno olak3ati zadatak.

4 Osnovni lanac

1. Zadan je pravokutni trapez kome se moze upisati kruznica. Ako udaljenosti srediSta upisane kruznice od krajeva duljeg
kraka iznose 15 c¢m i 20 cm, kolika je povrSina trapeza?

RjeSenje Opcinsko natjecanje iz matematike 2010. - SS3

2. Dan je trokut ABC. Neka su Ip i I¢ sredista B i C pripisanih kruznica. Dokazi da se ¢etverokutu I BC'Ic moze opisati
kruZnica.te da njeno srediste lezi na kruznici opisanoj AABC. Gdje to¢no?

RjeSenje Teorem 4 u PDFu Prasanne Ramakrishnan

3. Neka su D, E i F redom noziSta visina iz vrhova A, B i C' u trokutu ABC. Dokazi da je ortocentar H trokuta ABC
ujedno i srediSte upisane kruznice trokuta DEF.

RjeSenje Oznacimo kuteve trokuta AABC u vrhovima A, Bi C «, 8 i 7 redom. Iz pravokutnog trokuta ADAB
ra¢unamo /DAB = /HAF = 90° — 3. Kako je /AFH = /AEH = 90°, ¢etverokut AFHFE je tetivan. Po teoremu o
obodnom kutu, /FEH = /FAH = 90° — 5.

Na isti nacin iz pravokutnog trokuta ACF B ra¢unamo /HCD = /FCB = 90° — (3, pa iz tetivnog ¢etverokuta DHEC
ra¢unamo /HED = 90° — .

Dakle, /FFH = /HED, stoga je FH simetrala kuta ZDFEF. Kako analogan dokaz mozemo provesti i za ostale visine,
zaklju¢ujem da je H srediSte upisane kruznice ADEF.

4. Trokutu ABC upisana je kruznica koja redom dodiruje stranice BC, CA, AB u totkama D, E, F. DokaZite da se pravci
AD, BE, CF sijeku u istoj tocki P.
RjeSenje Zupanijsko natjecanje iz matematike 2001. - SS2

5. Ako je r radijus upisane kruznice trokuta AABC, a r4, rp i r¢ radijusi A-pripisane, B-pripisane i C-pripisane kruznice
redom, dokazite da vrijedi


http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2010/2010-SS-opc-1234-AB-zad+rj/2010-SS-opc-1234-A-rj.pdf
https://www.awesomemath.org/wp-pdf-files/math-reflections/mr-2014-06/excircles.pdf
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2001/2001-SS-zup-1234-zad+rj/2001-SS-zup-1234-zad%2Brj.pdf

RjeSenje Problem 1 u PDFu Prasanne Ramakrisnan

Ozbiljniji lanac

. Neka je ABCD tangencijalni ¢etverokut s pravim kutom u vrhu D é&ja dijagonala BD raspolavlja kut /ABC. Ako opseg
etverokuta ABCD iznosi 50, a duljina dijagonale |AC| = 10v/2, izra¢unajte polumjer upisane kruznice tog etverokuta.

Rjesenje Kako je dijagonala BD simetrala kuta /ABC, srediSte upisane kruznice I lezi na BC. To znac¢i da BC
raspolavlja i ZADC.
D

B

Kako je /ADB = /BDC i /ABD = /DBC, te trokuti ADAB i ABCD su sukladni po pouc¢ku K-S-K. To znaéi da
|AD| = |DC|, stoga AADC jednakokraan pravokutan. Kako po Pitagorinom poucku vrijedi |AD|? + |DC|? = (10v/2)?,
lako dobijemo |AD| = 10, Kako |AB| = |BC| i opseg Cetverokuta je 50, lako vidimo da je |AB| = |BC| = 15. Prikazimo
sada povrsinu ¢etverokuta ABCD na 2 nadina.

50
PABCDZT-a—Fb—&—c—l—dQ:T-?:ZSr

S druge strane, Papcp = Papc + Papc. Lako izra¢unamo da je Papc = 50, a kako trokutu AABC znamo sve duljine
stranica - 15, 15 i 10v/2, moZemo primijeniti Heronovu formulu za ra¢unanje povrsine ovog trokuta.

PABc:\/s-(s—a)~(s—b)-(s—c)
= \/(15+5¢§)-5\/§.5\/§~(15—5\/§)
=5\/(152—(5\/§)2)-2
=5V7-25-2
= 25V14

Dakle mora vrijediti Pagcp = 50 + 25v/14, stoga iz
251 = 50 + 25V/14

radunamo r = 2 + v/14.

. Tocka S je sredite trokutu ABC upisane kruznice, a simetrala kuta /BAC sije¢e stranicu BC u tocki D. Dokazi da je
|AS|:|SD|=2:1 ako i samo ako vrijedi |CA| + |AB| = 2|BC.


https://www.awesomemath.org/wp-pdf-files/math-reflections/mr-2014-06/excircles.pdf

RjeSenje Zupanijsko natjecanje iz matematike 2010. - SS2

. Neka je ABC trokut takav da je |AB| > [AC|. Neka je t tangenta na opisanu kruznicu trokuta ABC u tocki A. Kruznica
sa srediStem u tocki A koja prolazi to¢kom C sijeCe stranicu AB u tocki D, a pravac t u tockama F i F takodasu Ci F
s iste strane pravca AB. Dokazi da sredi$te upisane kruZnice trokuta ABC' leZi na pravcu DE.

RjeSenje Drzavno natjecanje iz matematike 2016. - SS2

. Dan je trokut AABC'. KruZnica k izvana dodiruje stranicu BC u tocki K te produzetke stranica AB i AC preko tocaka B
i C redom u tockama L i M. KruZnica s promjerom BC sijeCe duzinu LM u tockama P i @) tako da tocka P lezi izmedu
L i Q. DokaZi da se pravci BP i CQ sijeku u sredistu kruznice k.

RjeSenje Drzavno natjecanje iz matematike 2017. - SS2

. Neka je ABC trokut takav da je 3|BC| = |[AB| + |CA|. Neka je T tocka na stranici AC takva da je 4|AT| = |AC| i neka
su K i L tocke na stranicama AB i C'A redom, takve da je KL || BC i da je pravac K L tangenta upisane kruznice trokuta
ABC.

U kojem omjeru duzina BT dijeli duzinu KL?

Rjesenje Drzavno natjecanje iz matematike 2019. - SS2

Ekstremniji zadaci

. Dan je trokut ABC takav da je |AB| < |AC|. Na stranicama AB i BC, redom su dane tocke P i () takve da su pravci
AQ i CP okomiti, a kruznica upisana trokutu ABC' dira duZinu PQ. Pravac C'P sije¢e kruznicu opisanu trokutu ABC u
to¢kama C' i T'. Ako se pravci CA, PQ i BT sijeku u jednoj tocki, dokazi da je kut ZC'AB pravi.

Rjesenje HMO 2020

. Neka je J srediste pripisane kruznice AABC nasuprot vrha A. Ta pripisana kruznica dira stranicu BC' u M, a stranice
AB i ACu K i L redom. Pravci LM i BJ sijeku se u F, a pravci KM i CJ sijeku se u G. Neka je S presjek pravaca AF
i BC, a neka je T presjek pravaca AG i BC. Dokazi da je M poloviste duzine ST.

Rjesenje [IMO Shortlist 2012. G1


http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2010/2010-SS-zup-1234-AB-zad+rj/2010-SS-zup-1234-A-rj.pdf
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2016/2016-SS-drzavno-1234-zad%2Brj/2016-SS-drzavno-A-1234-rj-ispravak.pdf
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2010/2017-SS-drz-1234-AB-zad+rj/2017-SS-drz-1234-A-rj.pdf
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2019/2019-SS-drzavno-1234-zad+rj/2019-SS-drzavno-A-1234-rj.pdf
https://natjecanja.math.hr/wp-content/uploads/2021/01/HMO2020-rje.pdf
https://www.imo-official.org/problems/IMO2012SL.pdf
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