Indukecija - rjesenja

Tomislav Kralj

Zadatak 1. DokaZite da je suma prvih n parnih prirodnih brojeva jednaka n? +
n, za svaki n € N.

Rjesenje. Dokaz provodimo matematickom indukcijom po broju n. PokaZzimo
prvo da navedena jednakost vrijedi za broj n = 1. Lijeva strana jednakosti je
jednaka 2-1 = 2, dok je desna strana jednaka 12+1 = 2 Dakle, imamo jednakost
2 = 2 koja ocito vrijedi, pa je baza dokazana.

Pretpostavimo da jednakost

244+ . +2k=k+k

vrijedi za neki prirodan broj k. Trebamo dokazati da jednakost vrijedi i za k+1,
odnosno da vrijedi

244+ +2k=(k+1)*+(k+1).
Lijevu stranu mozemo raspisati koristeé¢i pretpostavku na nacin

24+4+... +2k+2(k+1) =k +k+2(k+1)
=k +k+2k+2
=k +2k+1+k+1
=k+1)*+(k+1).

Ovime je korak indukcije dokazan, pa tvrdnja zadatka vrijedi za svakin € N. [
Zadatak 2. DokaZite da za svakin € N vrijeds

n(n+1)(2n+1)

124224+ ... +n%2= G

Rjesenje. Pokazimo bazu. Za n = 1 vrijedi

2 1+ DE+D
6

Pretpostavimo kako tvrdnja vrijedi za neki k te dokazimo za k + 1. Koristeéi



pretpostavku indukcije, imamo da je lijeva strana jednaka

k(k + 1)6(21<; D epp
k(k+1)(2k+ 1)+ 6(k + 1)
(k+ 1) (k(2k f 1) +6(k+1)
(k+1) (2k* +6k + 6k +6
(k+1) (2/.:26+ Tk + 6
(k+1) (2152+4l<;+3k+6)
(k +1)(2k + g)(k +2)

6

Sto je upravo izraz na desnoj strani za k + 1. O

(P+22+ ...+ k) + ((k+1)°) =

Zadatak 3. DokaZite da za svaki n € N vrijedi

. N\
P+254.. . +nd= (n(n;)>

1-2\2
B=1=(—-=
(%)

pa tvrdnja u tom slucaju vrijedi. Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za proizvoljni
n € N. Dokazimo tvrdnju za n + 1. Imamo da

Rjesenje. Za n =1 imamo da

f f 2 1)2
13+23+...+n3+(n+1)3:%Jr(wrl)?(wrl)
1 2
= w (n2+4n+4)
B (n+1)%(n +2)?
N 4
((n+ D +2)\?
N 2
¢ime je dokazana tvrdnja. O

Zadatak 4. Oznaka a | b ¢ita se kao "a dijeli b" te simbolizira da postoji cijeli
broj k takav da a -k =b. Tako, primgjerice vrijedi 2 | 4, ali ne i 2 | 5. DokaZite
da za svakin € N vrijedi

3| n®+ 2n.



Rjesenje. Za n = 1 tvrdnja ocito vrijedi jer je u tom slucaju promatrani izraz
jednak 3. Pretpodstavimo da tvrdnja vrijedi za neki k. Dokazimo da vrijedi za
k + 1. Izraz na desnoj strani je jednak

(k+1)>%+2(k+1) =k + 2k + 3k + 3k + 3.
Kako po pretpostavci indukcije 3 | k% + 2k te
3]3k*+3k+3,

imamo da je izraz djeljiv s 3 i za k + 1. O
Zadatak 5. DokazZite da vrijedi sljedeéa nejednakost

2" > 10n2,
za svakin € Nyn > 10.
Rjesenje. Za n = 10 imamo da

210 > 10% <= 1024 > 1000,

§to je istina. Pretpostavimo da

28 > 10k
za neki k > 10. Ako pomnoZimo prethodnu nejednakost s 2, imamo da

22 > 10k% + 10%°.

Kako vrijedi
10k% > 20k + 10

za k > 10, imamo da

2FFL > 10k? + 10k* > 10k* 4 20k + 10 = 10(k + 1)?

¢ime smo dokazali tvrdnju i za k + 1. O
Zadatak 6. Ako je x—l—% cigeli broj, pokaZite da je x™ + I% cijeli broj, za svaki
n € N.
Rjesenje. Za n =1, imamo da

rt+ %

je cijeli broj prema definiciji. Sada pretpostavimo da je tvrdnja istinita za sve
n < k. Vrijedi da

1 1 1 1
k _ k+1 k—1
() (o 2) = (e o) + (27 05).

Kako su po pretpostavci indukcije skoro svi gornji izrazi cijeli brojevi (osim za
k + 1, $to jo§ ne znamo), nuzno mora vrijediti da je i

1
s

.’L‘k+1 +

cijeli broj jer je skup cijelih brojeva zatvoren na zbrajanje i mnozenje. O



Zadatak 7. DokazZite da je 2...2—-3" 4+ 1 djeljivo brojem 7, za svakin € N.
——

n puta

Rjesenje. Za n =1 imamo da
712-3+1,
pa tvrdnja u tom slucaju vrijedi. Pretpostavimo kako

712...2-3" 41
‘ —— +
k puta
te pokazimo da vrijedi
7] 2.2 =3l
——
k+1 puta
Izraz s desne strane se moze raspisati kao
702-10" —2.3" 238 1),
|2-10° —2-3"+(2...2-3"+1)
k puta
Prema pretpostavci indukcije, izraz u zagradama je dijeljiv sa 7, tako da trebamo

provijeriti je li
712108 - 2.3~

Medutim, to je sada ocito jer moZzemo iskoristiti formulu

n—1

a —=b" =(a—0) Za"_j_lbj,

§=0
pa lijevu stranu mozemo zapisati kao
71 2(10 — 3) - nesto.
Time je pokazana trazena tvrdnja. U

Zadatak 8. Koliko ima podskupova skupa {1,2,...,n} koji ne sadrie susjedne
elemente?

Rjesenje. Oznacimo taj broj sa a, te promotrimo broj a,yi. Svaki podskup
koji zadovoljava uvjet moze se svrstati u dvije kategorije: one koji sadrzavaju
n+11ione koji ga ne sadrzavaju. Ako ga ne sadrzavaju, vidimo da su ti skupovi
takoder podskupovi skupa {1,2,...,n} pa takvih ima a,. Ako ga sadrzavaju,
vidimo da svaki takav skup A mozemo bijektivno preslikati:

A A\{n+1}

Dobiveni skupovi ne sadrzavaju n + 1, a ne sadrzavaju ni n po uvjetu zadatka.
Dakle, oni su podskupovi skupa {1,2,...,n — 1}. Dodatno, vidimo da svi pod-
skupovi tog skupa koji zadovoljavaju uvjet za n — 1 takoder zadovoljavaju uvjet



za n + 1. Zakljuéujemo da takvih podskupova ima to¢no a,_1. Stoga, vrijedi
rekurzivna relacija
Ap+1 = Gp + Qp—1.

Kako je o¢ito a1 = 1,a2 = 2, vidimo da je trazena vrijednost a,, = F,, 11 gdje je
F,, n-ti Fibonaccijev broj. O

Zadatak 9. Svakom vrhu pravilnog mnogokuta pridruZen je jedan od brojeva
0 1 1 1 svim vrhovima nije pridruZen isti broj. Koristeéi dijagonale koje se
medusobno ne sijeku osim u vrhovima, Ivica dijeli mnogokut na trokute, a zatim
u svaki trokut upisuje zbroj brojeva pridruZenih njegovim vrhovima. DokaZite da
Ivica moZe odabrati dijagonale kojima ce podijeliti mnogokut na trokute u koje
ée biti upisant brojeve 1 ili 2.

Rjesenje. Za trokut imamo opcije 001 i 011, tako da za njega vrijedi tvrdnja za-
datka. Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za n-terokut. Kako nisu svim vrhovima
pridruzeni isti brojevi, postoji bar jedna 01 stranica te izmedu ubacimo novi vrh.
Uoc¢imo kako za taj vrh nema razlike je li mu dodjeljen 0 ili 1, pa stranica 01
postaje dijagonala tako dobivenog (n + 1)-terokuta. O



