Neke TB ideje

S Seniori
grupa Krunoslav lvanovié

Pripreme za drzavno 13. travnja 2023. Mladi nadareni matematicari
Zagreb, travanj 2023. "Marin Getaldi¢"

Diofantske jedndazbe i neke metode rjeSavanja

Sada ¢emo se na brzinu podsjetiti nekih najpoznatijih metoda za rjeSavanje diofantskih jednadzbi.

Faktorizacija

Ideja faktorizacije je svesti jednadzbu na oblik

fl(alaa%'--,an)"'fm(al,--'aan) =

gdje su fi,..., fm funkcije u varijablama jednadzbe, a c neka konstanta. Onda iz jedinstvenosti fak-
torizacije imamo kona¢no mnogo sludajeva. Cesto je korisno razmatrati gcd faktora ili neka druga
posebna svojstva da si smanjimo broj slucajeva.

Primjer 1.1. Ovisno o broju n, odredite broj rjeSenja jednadzbe
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T Yy n

u prirodnim brojevima.
Rjesenje 1.1. Kada sve razmnozimo, vidimo da je jednadzba ekvivalentna s

( —n)(y —n) =n’.
Sada jasno vidimo da je broj rjeSenja jednadzbe za n = pi*---p.* jednak broju djeljitelja od n?,
odnosno, (2a; + 1) --- (2ax + 1). O

Kongruencije

Ideja kod kongruencija je koristiti poznate teoreme poput malog Fermatovog, odnosno, Eulerovog da
dobijemo neke kongruencije koje ¢ée znacajno smanjiti prostor rjeSenja (npr. dobit éemo da je neka
varijabla parna, ili djeljiva s 3 ili neki zakljucak tog tipa). Pritom Cesto znaju biti korisni i kvadratni
ostaci, ali i druge Cinjenice iz teorije brojeva.

Cesto je inspiracija za promatranje modula u eksponentu varijabli koje se pojavljuju. Takoder, postoje
najpoznatije kombinacije, npr. Cetiri za kvadrate, sedam ili devet za kubove itd.

Primjer 1.2. Nadite sva cjelobrojna rjesenja jednadzbe z° — y2 = 4.

Rjesenje 1.2. Zelimo gledati jednadzbu modulo n, pritom pazeéi su nam eksponenti 5 i 2. Iz Eulerovog
teorema znamo da nam je sve dosta lakSe ako eksponent dijeli ¢(n), odnosno, Zelimo da 10 | ¢(n).
Najlakse to postizemo za n = 11.

Sada lagano provjerimo i vidimo da gornja jednadzba nikako ne moze biti zadovoljena modulo 11 pa
tako ni generalno nema rjesenja. O



Veli¢ina

Ideja je ocijeniti veli¢inu nekih izraza, pri ¢emu ¢e nam indikator za takve stvari biti da s jedne strane
imamo izraze velikog stupnja, a s druge manjeg stupnja. Ogradivanje velicine nam ostavlja konacan
broj slucajeva za provjeriti, a ako efektivno ograni¢imo, taj broj slucajeva ¢e biti malen.

Primjer 1.3. Nadite sve parove prirodnih brojeva (z,y) takve da je 3 — y3 = zy + 61.

Rjesenje 1.3. Nekako intuitivno osjeéamo da ako je z — y velik, lijeva strana ée biti daleko veéa od
desne. To nas motivira da uvedemo d = x — y i raspiSemo jednadzbu u terminima d i y. Nakon Sto to
napravimo, dobijemo

(3d — 1)y + (3d*> — d)y + d® = 61,

pri ¢emu je d nenegativan jer je ocito x > y.
Kako je barem jedan od izraza uz y? i y strogo veéi od nule, imamo

61>d°> = d<3.

Dakle, samo trebamo provjeriti sluéaj d =11 d = 2, za koje dobijemo kvadratnu jednadzbu u y koju
znamo rijesiti! O
Smjestanje medu kvadrate

Smjestanje medu kvadrate iskoristava diskrentu strukturu skupa cijelih brojeva, odnosno, izmedu dvije
uzastopne k-te potencije ne mogu postojati druge k-te potencije.

Primjer 1.4. Nadite sve ¢etvorke prirodnih brojeva (z,y, z,w) za koje vrijedi
2+ 4+ 22+ 2y + 22(2 — 1) + 2y(2 + 1) = w?.

Rjesenje 1.4. Izraz na lijevoj strani nas neodoljivo podsje¢a na kvadrat nekog izraza, pa idemo probati
namjestiti neka dva kvadrata izmedu koja ¢emo smjestit w?. Nakon eksperimentiranja, vidimo

(z+y+zx1)2 =24+ +22+2zy+22(z+ 1)+ 2y(z £ 1) £ 22 + 1.

Sada lagano vidimo
(z+y+z-1)2<w? <(z+y+2z+1)7%

dakle w = x4y + 2. Sada jednostavno dovrsimo i vidimo da je rjeSenje (z,y, z,w) = (m, m,n,2m+n),
m,n € N.
]

Beskonacan spust

U beskona¢nom spustu, koristimo ¢injenicu da ne postoji beskoanac¢an niz prirodnih brojeva takav da
npE>nNg>ng>--->Nk > -+

Ideja je iz bilo kojeg rjeSenja generirati neko manje ili jednako, §to ée nas ili dovesti do "stabilizacije"?,
ili do kontradikcije.

Primjer 1.5 (Klasik). Dokazite da diofantska jednadzba z? — 2y?> = 0 nema rjeSenja u prirodnim
brojevima.

! Ako imamo beskonadan niz takav da n; > ng > - - -, onda je taj niz nuZno od neke tocke konstantan. Ovo moze pomoéi
da generiramo sva rjeSenja, no, nas ¢esée zanima slucaj u kojem dolazimo do kontradikcije.



Rjesenje 1.5. Neka je (z1,y1) bilo koje rjeSenje gornjeg sustava. Uocimo da je

pa je x1 nuzno paran. Dakle, 1 = 2y = x2 < x1, 22 € N. Analogno vidimo da postoji y2 prirodan
takav da y; = 2ys. Dakle, iz rjeSenja (z1,y1) dobijemo rjeSenje (x2,y2) takvo da je z1 > x2. Potpuno

x12 - 2y12 =0,

analogno moZemo dobiti (x3,y3), (4,y4) i tako dalje. Dakle, dobijemo beskonacan niz

Sto je kontradikcija, dakle, pocetna pretpostavka je bila pogresna, to jest, ne postoji rjeSenje gornjeg

Ty > Ty > e,

sustava.

Zadaci

Zadaci su otprilike poredani po tezini.

1.

10.

Nadite sve parove (p, q) prostih brojeva takvih da vrijedi

P’ —¢"=(+q)>

. Nadite sve trojke prirodnih brojeva (a, b, c) takve da vrijedi

5a% + 9b% = 13c°.

. Nadite sva cjelobrojna rjesenja jednadzbe

m?2=n*+n?+1.

. Nadite sva cjelobrojna rjesenja jednadzbe

11:14 + 11524 +--- 4 .'I/‘144 = 1599.

. Nagdite sva cjelobrojna rjesenja jednadzbe

z(z+1)(z+7)(z+8) =42

. Nadite sve uredene parove prirodnih brojeva (z,y) takvih da je

o3+ o3 = 2? + 422y + 2

. Nadite sve prirodne brojeve z i y takve da je

3 -2 =7,

. Nagdite sve prirodne brojeve x i y takve da je

A U

. Nadite sve trojke (z,y, z) nenegativnih cijelih brojeva takve da je

577 + 4 = 3%
Odredi sve prirodne brojeve n za koje postoje prirodni brojevi a i b takvi da vrijedi

(n?+2)* = (2n — 1)°.



Tezi zadaci

11.

12,
13.

14.

15.

Nadite sve prirodne brojeve n za koje postoji n-torka prirodnih brojeva (ki,...,k,) takva da
vrijedi
ki+---+k,=5n—-4
te
= + -t 1 _ 1
k1 k,
Neka su n i p prirodni takvi da je p prost i n? 4+ 11 = p. Dokazite da tada n + 4 nije kub.

Nadite sve cijele brojeve a, b, x, y razlicite od nule takve da je

azx — by = 16,
ay +bx = 1.

Nadite sve proste brojeve p takve da broj
3P +4P 4 5P 4+ 9P — 98
ima najvise 6 pozitivnih djeljitelja.

Na ploé¢i je napisano n > 3 prirodnih brojeva, manjih od (n — 1)!. Za svaki par brojeva, Ivan
podijeli veéi s manjim te na papir napise kvocijent (npr. za 100 i 7, piSemo 14 = 100 + 7). Je li
moguée da su na papiru svi brojevi razliciti?
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Hintovi

Gledaj module.

Beskonacéni spust.

Smjesti medu kvadrate.

Gledaj module.

Smjesti medu kvadrate.

Uvedi d = ged(z,y) i stavi z = da, y = db.
Gledaj module.

Gledaj module.

® ® N & 00 & w0 bd =

Gledaj module.

—
o

. Uodi da n? + 2 i 2n — 1 nuZno imaju iste proste faktore. Koji to prosti faktori mogu biti?

Tezi zadaci
11. Ogranici na veli¢inu!
12. Prisjeti se faktorizacije 2% + y3 + 23 — 3zyz = (z +y + 2) (2% + v? + 2% — 2y — yz — 27).
13. Igraj se s izrazima da se izraz transformira u nesto ljepSe i korisnije.
14. Mali Fermatov teorem.

15. Razmisli o veliéini.



RjeSenja

Za teze zadatke nisam u potpunosti detaljno raspisao rjesSenja tako da ako budete imali problema,
slobodno se javite.

1.

10.

Ako pogledamo modulo 3, vidimo da nuzno jedan od brojeva mora biti jednak tri. Dalje je
jednostavno.

. Baltic way 2021.

. Smjestamo medu kvadrate. Naime, uoéimo da nas desna strana podsjeéa na (n? + 1)2. Ako je

n # 0, vrijedi
(n*+1)?2=n*+202 +1>n* + 02 +1=m? > n* = (n?)2

Dakle, kandidat za rjeSenje postoji samo kada je n =0, i tada je m =1 ili m = —1.

. Promatramo jednadzbu modulo 16. Laganim raspisivanjem vidimo da cetvrte potencije mogu

davati ostatak nula ili jedan pri dijeljenju s 16 i onda ocito slijedi da nasSa jednadzba nema
rjesenja.

. Uocimo da je jednadzba zapravo

Y=z(z+8)(z+1)(x+7) = (2? +8z)(z> + 8z +7) = 2% + Tz,
gdje smo sa z oznagili z = 22 + 8z. Ako je z > 9, vrijedi
(z+3)2 <22+ T2=9% < (z+4)%

dakle, tada nemamo rjeSenja. Dakle, jedini kandidati postoje kada je 2 + 8z < 9, odnosno,
—9 < z < 1. Sada lagano provjerimo tih 10 slucajeva.

. BMO 2017

. Prvo, pretpostavimo da je y > 3. Tada, gledajuéi modulo 8, vidimo da 3* = 7 (mod 8), no,

znamo da potencije broja 3 daju ostatke 1 ili 3 pri dijeljenju s 8. Dakle, ili je y =1 ili je y = 2,
sto lagano provjerimo.

. Austrian - Polish 1993.

. Ocito je ili z ili y razlic¢it od nula. Gledajuéi jednadzbu modulo 4, vidimo da je z nuzno paran.

Stavimo z = 221, gdje je z1 nenegativan cijeli broj te onda jednadZbu mozemo napisati kao

5°7Y = (37 — 2)(3% +2).

Oba faktora na desnoj strani su djeljivi samo potencijama brojeva 5 i 7, a kako im je razlika 4,
nuzno su relativno prosti. Dakle, imamo dva slucéaja

eof 3 +2=5" [ 3 —2=5
31 —2="TY 1 42="TY

U prvom sluéaju, ako je y > 1, oduzmemo dvije jednadzbe i dobijemo 5% — 7Y = 4. Gledajuéi
modulo 7, dobijemo da je z paran, odnosno, x = 2x1, no, onda
7 = (5" — 2)(5" +2),
$to je nemoguce. Dakle, y = 0 i onda ocito z; = 1 te x = 1.
U drugom slucaju, opet oduzimamo i dobijemo
Y —5% =4.

Gledajuéi modulo 5, dobijemo da y mora biti paran, i onda istim argumentom kao u prethodnom
slu¢aju dobijemo da nema rjeSenja.

MEMO test 2017.


https://artofproblemsolving.com/community/c6h2719025p23647516
https://artofproblemsolving.com/community/c6h1441692p8209533
https://artofproblemsolving.com/community/c1068820h2085122p15028039
https://natjecanja.math.hr/wp-content/uploads/2015/02/HMO2017-rje.pdf

Tezi zadaci

11. Koristimo CSB (ili AH) da bi vidjeli

1 1 9
(k1 + -+ kpn) <k1 + +kn) >n

Dakle, nuzno je 5n — 4 > n?, odnosno, n < 4.

U slucaju kada je n = 4, imamo jednakost u A — H nejednakosti, dakle, svi ¢lanovi moraju biti
jednaki, odnosno, jedino rjesenje je k1 = ko = k3 = ky = 4.

U slucaju kada je n = 3, imamo k; + k2 + k3 = 11 pa je najvedi od njih ili 2 ili 3. Sada provjerimo
oba ta slucaja, a ostane nam klasi¢na diofantska.

U slucaju kada je n = 2 ili n = 1 imamo klasiénu diofantsku.
12. Pretpostavimo suprotno, odnosno, da n + 4 = 3. Uvrstavajuéi to u uvjet, dobijemo
p=x5—8z3 +27.

Voljeli bi faktorizirati izraz na desnoj strani, s obzirom da na lijevoj strani imamo prost broj.
Koristimo ideju iz hinta, odnosno, uo¢imo da je

p=2%—823+27= (2?3 +23+33-3.22.2.3=(2 +2+3)(---).
Sada se lagano dovrsi.
13. Baltic way 2021.
14. Turska
15. Rusija


https://artofproblemsolving.com/community/c6h2719019p23647468
https://artofproblemsolving.com/community/c6h2802505p24693248
https://artofproblemsolving.com/community/c6h1441135p8200481
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