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Youth is happy because it has the ability to see beauty. Anyone who keeps the ability to see beauty
never grows old. - Franz Kafka

Uvod

Za pocetak, definirajmo neka svojstva te Sto su sredine.

Teorem 1.1: Svojstva uredaja realnih brojeva
lL.z>2yiz<y = z=y, Vz,yelR
2.x>2yiy>z = r>2 Vr,y,z€R

r>2y = x+z2y+z2 VryzeR

= W

r>yia>b = x+a>y+b VryabelR
r>yiz>0 = zz>yz, Vr,y,z€R
r>20iy>0 = 2y>0, Vz,yeR
r>yia>b = xza>yb, Vrx,yeR z,y,a,b>0
2ER = 22>0,22=0samozaz =0

Vz,y € R\ {0}

© . N oo

r>y = ;<3
Ovo su dosta ocite tvrdnje i zbog toga ih nitko ne uci napamet i ne bi ih ni vi trebali, ali ipak
Cesti izvor "fake solvova' je koriStenje tvrnje koja nije navedena gore. Naime, sve su tvrdnje ocite,

ali postoje tvrdnje koje se ¢ine ocitima, ali zapravo ne vrijede, stoga ¢u provesti malo vremena
navodedi ih.

o MnoZenje obje strane brojem koji moZe biti negativan (izgleda da nema toliko puno stvari
p)



Definicija 1.2: Korisne formule
1. (a+b)?=a%=+2ab+0?
2. (a+b+c)?=a*+b+ %+ 2ab+ 2bc + 2ac
3. (a£b)® = a3+ 3ab® £ 3a%b + b3
4. a® —b® = (a — b)(a® + ab + b?)

Definicija 1.3: Sredine za n brojeva

Neka je n prirodan broj veci od 1 te neka su zy, xs, ..., T, pozitivni realni brojevi. Tada defini-
ramo

e aritmeticka sredina
. 1+ 2o+ ...+,

o geometrijska sredina

e harmonijska sredina

¢ kvadratna sredina

Teorem 1.4: KAGH nejednakost

Za gore definirane sredine vrijedi

Jednakost se postize za x1 = 12 = ... = x,,.

A Oprez 1

Ovo vrijedi samo za pozitivne realne... :)

Napomena 1.5

Najcescée se koristi nejednakost A > G, dok su ponekad korisne K > Ai A> H.



Napomena 1.6

Pokusajte se sada malo poigrati s ovim nejednakostima. Uzmite neku nejednakost algebarski ju
izmanipulirajte i proucite ima li vam rezultat smisla. Mozda se neki pitaju zasto bi ovo trebali
napraviti? Uglavnom Zelim da dobijete osjetaj za svaku nejednakost i razvijete nekakvu intuiciju
kada koju koristiti.

Primjer 1. Dokazite da za pozitivne realne brojeve vrijedi:
a® + b > 2ab
Vrijedi li ovo i za nepozitivne brojeve?

Primjer 2. Dokazite da za svaki pozitivan realan broj x vrijedi

1
r+—>2
x

Laksi zadatci

1. Neka su a, b, ¢ pozitivni realni brojevi. Dokazite nejednakost

S =

1
2. Dokazi da za realne brojeve a i b vrijedi

1 1

4+ >4
a+b_
uz uviet a+b=1

3. Neka su a, b, ¢ pozitivni realni brojevi za koje vrijedi abc = 1. DokazZite nejednakost

ab+bc+ac>3

4. Neka su a, b, c pozitivni realni brojevi. Dokazite da vrijedi:

5. Neka su a, b, ¢ pozitivni realni brojevi. Dokazite da vrijedi:

a®? +b*+c* > ab+ be+ ac.

6. Neka su a, b, c pozitivni realni brojevi. DokazZite nejednakost

(a+b)(b+c)(c+a) > 8abc



Umjereni zadatci

7. Dokazi da za realne x i y vrijedi:

NI

Uz uvjet da vrijedi x +y =1

8. DokaZi da za sve pozitivne realne brojeve x,y vrijedi:

9
s+ +y+1> ixy

9. Dokazite da za pozitivne relane brojeve a, b, ¢ vrijedi:

a(a — Vbc) + b(b — v/ca) + c(c — Vab) > 0

10. Neka su a, b nenegativni realni brojevi takvi da a + b < 2. Dokazi

1 n 1 < 2
1+a2 140>~ 1+4+ab

11. Neka su a, b, b pozitivni realni brojevi za koje vrijedi abc = 1. DokaZite

a—l_{_b—l_*_c—l>0
b+1 c¢c+1 a+1—

Tezi zadatci

12. Nesbittova nejednakost Dokazite da za sve pozivine realne brojeve vrijedi:

a n b 4 C >3
b+c a+c a+bdbT 2

13. Ako su z,y, z, w realni brojevi za koje vrijedi
Py w3y 4524+ Tw=4
Odredite maksimalnu vrijednost izraza:

r+y+w—+z

14. Neka su z,y, z pozitivni realni brojevi za koje vrijedi xyz = 1. Dokazi nejednakost:

x84+ 2 642 2542 x 2z
T A >3 +Y 42

x3 y3 2 T 'y oz x

15. Dokazi da za trokut sa stranicama a, b, c i povrsinom S vrijedi

a?+b>+c*>45V3



Hintovi

Laksi zadatci

1. A-H
2. A-H
3. AG
4. A-G
5. A-G (u promatrajte parove)

6. A-G

Umjereni zadatci
7. A-G
8. A-G
9.

10. razmnozite izraz

11. razmnovi izraz

Tezi zadatci

12. Direktno primijeni A-H na ... (a necu sada sve reci :) )
13. sredite pocetni izraz da bude suma kvadrata

14. A-G

15. Heronova formula



Rjesenja
Laksi zadatci

1. rjeSenje slijedi direktno iz A-H nejednakosti gdje je A aritmeticka sredina od a i b

2 b 1 2
a—+ _1g
2 27T+
Sredivanjem se dobije tvrdnja koju Zelimo
3. bt b
%c—l—ac > vVa2h?ce® = 1
Sada jednostavno slijedi
4,
brete . dabe
3 “Vbca
Sada slijedi jednostavno tvrdnja zadatka
> a’+ b
> ab
5 a
b+ c?
>b
5 c
a’+c?
>
5 2 ac

Kada sve to zbrojimo dobije se trazena nejednakost.

6. Zadatak rjeSavamo primjenom A-G nejednakosti na svaki od faktora. Po A-G nejednakosti
vrijedi:

“;rbzx@ bgcz\/%, C;“z\/a

< a+b>2Vab, b+ ¢ > 2vbe, c+a>2v/ca

Kada pomnozimo sve 3 nejednakosti dobijemo trazeni izraz
(a+b)(b+c)(c+a) > 2Vab- 2vbc - 24/ca = 8abc

sto je trebalo dokazati.



Umjereni zadatci

7. kvadriranjem z + y = 1 dobije se z? + 2zy + y? = 1 Sada po A-G vrijedi:

x2+y2
2

2Ty

2 +y® => 2zy

1—2zy > 2xy
< 1
x —
V=1
8. Zupanijsko 2009. 1. razred A kategorija
9. 11. predavanje 9. zadatak
10. Zupanijsko 2019. 2. razred A razina

11. 11. predavanje 10. zadatak

Tezi zadatci
12,
13. Drzavno 2017. 2. razz A kategorija
14. Drzavno 2016. 3. razred A kategorija

15.
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https://skoljka.org/lectures/
https://skoljka.org/lectures/
https://en.wikipedia.org/wiki/Nesbitt%27s_inequality
https://prase.cz/kalva/imo/isoln/isoln612.html
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