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Zadaci

1.

Neka su P i (Q normirani polinomi s realnim koeficijentima oba stupnja 10. Ako jednadzba
P(z) = Q(x) nema realnih rjeSenja, dokaZite da onda jednadzba P(z+1) = Q(z —1) mora imati
realno rjeSenje.

. Neka je P(x) = 4z? + 12z — 3015. Definirajmo niz polinoma P, kao Pi(z) = % te Poy1(z) =

P(é;"l%x)), za sve n > 1.

a) Dokazite da postoji realan broj r takav da je P,(r) < 0 za sve prirodne brojeve n.

b) Koliko ima cijelih brojeva m takvih da je P,(m) < 0, za beskona¢no mnogo n?

. Ako odaberemo n + 1 brojeva iz skupa {1,2,...,2n}, onda postoje dva takva da jedan dijeli

drugog.

. Dokazite da bilo koji niz od n? razli¢itih brojeva sadrzi podniz duljine n koji je monoton (ili

strogo rastudi, ili strogo padajuéi).

. Neka su F i F nozista visina iz vrhova B i C' u trokutu AABC i neka je H njegov ortocentar.

Neka je tocka T presjek pravaca EF i BC, a neka je M poloviste stranice BC. Dokazite da je
pravac TH okomit na pravac AM.

. Neka je ABCD jednakokraéni trapez u kojem je AB || CD. Upisana kruZnica w trokuta ABCD

dira CD u tocki E. Neka je F' tocka na simetrali kuta Z/DAC takva da je EF L CD. Neka
kruZnica opisana trokutu AACF sijece pravac CD u tockama C i G. Dokazi da je trokut AAFG
jednakokracan.

a) Dokazite da za svaki prirodni broj n postoje razli¢iti prirodni brojevi z i y takvi da = + j
dijeliy+j zasve j =1,2,...,n.

b) Pretpostavite da su z i y prirodni brojevi takvi da x + j dijeli y + j za sve prirodne brojeve
j. Dokazite da je onda x = y.

. Dokazite da za svaki prirodni broj n > 2 postoji skup S koji se sastoji od n cijelih brojeva takvih

da (a — b)? dijeli ab za sve razli¢ite a,b € S.
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Hintovi
1. Razmislite o stupnju polinoma.
2. Preko algebarskih manipulacija, probajte doéi do neke ljepSe forme za P, 4.

3. Zelimo primijeniti Dirichletov princip. Cilj je napraviti n skupina, unutar kojih ée za svaka dva
broja vrijediti da jedan dijeli drugog.

4. 7elimo primijeniti Dirichletov princip. Probajte sa svakim elementom asocirati neki rastuéi i
padajuéi podniz.

Prepoznajte konfiguraciju s ortocentrom!
Prepoznajte konfiguraciju s pripisanom kruznicom!

Da bi z + j dijelilo y + 7, nuzno i dovoljno je da = + j dijeli z — y.
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Pokusajte induktivno konstruirati skup.



RjeSenja
1. Sverusko 2013.
2. Brazil 2016.

3. Uzmemo n neparnih brojeva iz {1,2,...,2n} i za neparan broj a gledamo podskup {a, 2a, 4a, 8a, . . .}
O¢ito je da na dani nacin particioniramo {1,2,...,2n} na n disjunktnih podskupova. Stovise,
odabirom n+1 elementa, nuzno moramo imati dva elementa iz istog skupa, ¢ime smo automatski
gotovi, jer je jasno da za bilo koja dva elementa iz istog skupa vrijedi da prvi dijeli drugi.

4. Erdos-Szekeres teorem.

Ideja je da svakom ¢lanu niza pridruZimo najdulji padajuéi/rastuéi podniz koji zavrsava s njim.
Jasno je da ée razli¢itim elementima niza biti pridruZeni razli¢iti parovi (pretpostavimo suprotno,
odnosno, neka su z; i x; elementi iz niza koji imaju iste pridruZene vrijednosti. No, ako je z; < z;,
mozZemo pridruziti dulji rastuéi niz ¢lanu x;. Analogno, ako je x; > x;, moZemo pridruZiti veéi
padajuéi niz ¢lanu z;).

Sada, ako su svi monotoni podnizovi duljine najvise n — 1, nasi uredeni parovi mogu poprimiti
samo (n — 1)? vrijednosti, no ukupno imamo n? uredenih parova.

5. Iz konfiguracije s ortocentrom, znamo da je M H okomito na AT. Sada, u trokutu AMT, AH
i M H su visine pa je H ortocentar tog trokuta, odnosno, T'H je takoder visina, to jest, TH je
okomito na AM.

6. USAMO 1999.

7. Kao u hintu, uo¢imo da x + j mora dijeliti y —z za j = 1,2, ...,n. Zato je dovoljno osigurati da
jey—x djeljivs (x+1)--- (x+n), a to moZzemo tako da uzmemo y = z+ (z+1)(z+2) - - - (x+n).
Za drugi dio zadatka, istim argumentom vidimo da y — x mora biti djeljiv s 4 j za sve prirodne
brojeve j. Naravno, to znaéi da je y — z = 0 (nula je jedini broj s beskona¢no mnogo djeljitelja).

8. USAMO 1998.
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