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U ovom životu nije teško mrijeti. Izgraditi život, daleko je teže. - Vladimir Majakovski

Zagrijavanje
1. Faktoriziraj f(x) = x5 − 2x4 + x3 + x2 − 2x+ 1.

2. Ako je x+ y + z = 6, x, y, z ≥ 0, dokažite da je onda x2 + y2 + z2 ≥ 12.

Juniori
3. Odredite sva realna rješenja sustava jednadžbi:

2a2 − 2ab+ b2 = a

4a2 − 5ab+ 2b2 = b

4. Neka su x, y, z različiti realni brojevi. Dokažite:
3
√
x− y + 3

√
y − z + 3

√
z − x ̸= 0

5. Riješite sustav:
(b+ c+ d)2010 = a

(c+ d+ a)2010 = b

(d+ a+ b)2010 = c

(a+ b+ c)2010 = d

a, b, c, d ∈ R

6. Neka je n ∈ N. Dokažite da vrijedi:

(a)
(
1 + 1

n+ 1

)n+1

≥
(
1 + 1

n

)n

. (b)
(
1 + 1

n

)n

< 4.

7. Neka su a, b i c pozitivni realni brojevi. Dokaži da vrijedi
a2

a+ b
+ b2

b+ c
≥ 3a+ 2b− c

4 .

8. Odredite minimalnu vrijednost od
a+ 3c

a+ 2b+ c
+ 4b

a+ b+ 2c −
8c

a+ b+ 3c
a, b, c ∈ R+



Seniori
9. Dan je niz za koji vrijedi:

(3− an+1)(6 + an) = 18 , a0 = 3
Odredite:

n∑
i=0

1
ai

10. Neka f : R → R. f(1) = 1 i ∀x ∈ R

f(x+5) ≥ f(x) + 5

f(x+1) ≤ f(x) + 1
Ako g(x) = f(x) + 1− x odredite g(2002)

11. Neka 3
2 ≤ x ≤ 5. Dokažite:

2
√
x+ 1 +

√
2x− 3 +

√
15− 3x < 2

√
19

12. Odredite sve polinome p : R → R koji zadovoljavaju jednadžbu

(x+ 1)f(x−1) = (x− 2)f(x)

13. Odredite sve f : R+ → R+ takve da:

(f ◦ f)(x) = 6x− f(x)
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1. Rješenja

Zagrijavanje
1. Zadatak se može riješiti s pogađanjem nultočaka polinoma. Najbolje je provjeriti jesu li

djelitelji slobodnog koeficijenta nultočke (ovo nije teorem, ali dosta dobro pogađanje). S
obzirom da je slobodni koeficijent 1 ima smisla pogoditi 1 i −1 kao nultočke. I uvršavanjem
ispadne da su 1 i −1 uistinu nultočke, stoga dijeljenjem polinom dobijemo:

f(x) = (x+ 1)(x− 1)(x3 − 2x2 + 2x− 1)

Istim način pogodimo da polinom x3 − 2x2 + 2x− 1 ima 1 kao nultočku, stoga imamo

f(x) = (x+ 1)(x− 1)2(x2 − x+ 1)

I na kraju znamo da je x2−x+1 nemoguće dalje faktorizirati jer je diskriminanta te kvadratne
jednadžbe negativna.

2. KAGH √
x2 + y2 + z2

3 ≥ x+ y + z

3 = 2

x2 + y2 + z2

3 ≥ 4

x2 + y2 + z2 ≥ 12

Juniori
3. Županijsko 2. razred A varijanta 1.zadatak

4. X = ( 3
√
x− y + 3

√
y − z + 3

√
z − y)

Vrijedi faktorizacija a3 − b3 − c3 = (a + b + c) · Y gdje je Y simetrični algebarski izraz u
varijablama a, b, i c.
Ako uvrstimo a = 3

√
x− y, b = 3

√
y − z, c = 3

√
z − y Vrijedi x− y + y − z + z − y − 3abc =

( 3
√
x− y + 3

√
y − z + 3

√
z − y) · Y ⇐⇒ −3abc = X · Y

Pretpostavimo da vrijednost izraza X jest jednaka 0. Budući da su x, y i z međusobno
različiti, a b i c su različiti od 0, pa njihov umnožak ne može biti nula, a budući da je X = 0,
-3abc mora biti jednako 0. Dobili smo kontrakdikciju pa znamo da pretpostavka ne vrijedi
tj. X ̸= 0, što je i trebalo pokazati.

5. link

6. (a)
n+1

√(
1 + 1

n

)n

· 1
A-G
≤

n(1 + 1
n
) + 1

n+ 1 = n+ 2
n+ 1 = 1 + 1

n+ 1
(b)

1 + 1
n
= n+ 1

n
= n+ 1

1 + 1 + · · ·+ 1 + 1
2 +

1
2

A-H
≤ n+1√1 · 1 · · · 1 · 2 · 2 = n+1√4 ≤ n

√
4.

http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2011/2011-SS-zup-1234-AB-zad+rj/2011-SS-zup-2-A-rj.pdf
https://artofproblemsolving.com/community/c6t281f6h378543_symmetric_simultaneous_equations_of_degree_2010


7. drž 2014 3. raz A kategorija

8. rješenje:

http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2014/2014-SS-drzavno-1234-zad+rj/2014-SS-drzavno-A-1234-rj.pdf


Seniori
9. rješenje:

10. rješenje:



11. rješenje:

12. Uvrstimo neke vrijednosti:

• x = 0

(0 + 1) f (−1) = (0− 2) f (0)
f (−1) = −2f (0)

• x = 1

2f (0) = −f (1)



• x = −1

0 = −3f (−1)
f (−1) = 0

• x = 2

3f (1) = 0
f (1) = 0

Dakle, dobili smo da je f (1) = f (−1) = f (0) = 0, pa je polinom f oblika

f (x) = x (x− 1) (x+ 1) · g (x) ,

za neki polinom g. Uvrstimo to u početnu jednakost.

(x+ 1) f (x− 1) = (x− 2) f (x)
(x+ 1) (x− 1) (x− 2)xg (x− 1) = (x− 2)x (x− 1) (x+ 1) g (x)

g (x− 1) = g (x) ,

za x ̸= −1, 0, 1, 2. Uvrštavanjem imamo g (2) = g (3) = g (4) = g (5) = . . . . Dokažimo induk-
tivno da je g (n) = g (2) , za svaki n ⩾ 2.

Baza indukcije.
Za n = 2 imamo

g (2) = g (2) .
Dakle, baza indukcije vrijedi.

Pretpostavka indukcije.
Pretpostavimo da za neki n ⩾ 2 vrijedi g (n) = g (2) . Korak indukcije.

g (n+ 1) = g (n+ 1− 1) = g (n) = g (2) .

Definirajmo sada h (x) = g (x)− g (2) . Polinom g (x) i konstantni polinom g (2) su jednaki,
njihova razlika ima beskonačno mnogo nultočaka, pa se radi o nulpolinomu.

13. link

https://artofproblemsolving.com/community/c6h336063
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