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U ovom Zivotu nije tesko mrijeti. Izgraditi Zivot, daleko je teZe. - Viadimir Majakovsk:

Zagrijavanje

1. Faktoriziraj f(z) = z° — 2z* + 23 + 2% — 2z + 1.
2. Akojex+y+2=6, z,y,z > 0, dokaZite da je onda z? + 3 + 22 > 12.

Juniori

3. Odredite sva realna rjesenja sustava jednadzbi:
20> —2ab+ b =a
40> — bab+ 20> = b
4. Neka su z,y, z razliciti realni brojevi. Dokazite:

Ve—y+Jy—z+vVz—z#0

5. Rijesite sustav:
b+c+d)*0 =

(

(c—|—d+a)2010—b

(d+a+b)2010

( —+—b—|—C)2010
a,b,c,d e R

6. Neka je n € N. Dokazite da vrijedi:

(a) <1+n+1>n+12(1+%)n. (b) <1+%>n<4.

7. Neka su a, b i c pozitivni realni brojevi. Dokazi da vrijedi
a? b? 3a+2b—c
+ > .
a+b b+c— 4

8. Odredite minimalnu vrijednost od

a—+ 3c 4 4b _ 8¢
a+2b+c a+b+2¢c a+b+3c

a,b,c € Rt



Seniori

9.

10.

11.

12.

13.

Dan je niz za koji vrijedi:
B3—ans1)(6+a,) =18,a0=3

Odredite:

Neka f: R — R. f(1)=1iVIE]R
fa+s) = fa) +5

fer) < fa) +1
Ako g(z) = fz) + 1 — = odredite g(2002)

Neka 2 < z < 5. Dokazite:

2Vz +1+v2z — 3+ 15 — 3z < 2v/19
Odredite sve polinome p : R — R koji zadovoljavaju jednadzbu
(z+1)fe-1) = (T —2)fw)
Odredite sve f : Rt — R* takve da:

(f o f)@) = 6z — fla)

€3 Mladi nadareni matemati¢ari "Marin
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Rjesenja
Zagrijavanje

1. Zadatak se moze rijeSiti s pogadanjem nultoCaka polinoma. Najbolje je provjeriti jesu li
djelitelji slobodnog koeficijenta nultocke (ovo nije teorem, ali dosta dobro pogadanje). S
obzirom da je slobodni koeficijent 1 ima smisla pogoditi 1 i —1 kao nultocke. I uvrSavanjem
ispadne da su 1 i —1 uistinu nultocke, stoga dijeljenjem polinom dobijemo:

fay = (& + 1) (z - 1)(¢® — 22 + 22 — 1)
Istim naéin pogodimo da polinom z* — 222 + 2z — 1 ima 1 kao nultocku, stoga imamo
foy= @+ 1)(z—-1)>*2*—z+1)

I na kraju znamo da je z2—z+1 nemoguée dalje faktorizirati jer je diskriminanta te kvadratne
jednadzbe negativna.

2. KAGH
[ 2 2 2
re+y -+ =z >x—|—y+z:2
3 - 3
2 2 2
"ty +=z >4
I
2+ + 22> 12
Juniori
3.

4. X=(Jr—y+Vy—z2+yz—-y)
Vrijedi faktorizacija a® — b — c® = (a +b+c¢) - Y gdje je Y simetri¢ni algebarski izraz u
varijablama a, b, i c.
Ako uvrstimo a = /x —y, b=y—2, c=/z—y Vrijediz —y+y—2+2—y — 3abc =
(Vr—y+y—z+yz—y) Y < -3abc=X"'Y
Pretpostavimo da vrijednost izraza X jest jednaka 0. Buduéi da su x, y i z medusobno
razli¢iti, a b i ¢ su razliciti od 0, pa njihov umnozak ne moze biti nula, a bududi da je X = 0,
-3abc mora biti jednako 0. Dobili smo kontrakdikciju pa znamo da pretpostavka ne vrijedi
tj. X # 0, Sto je i trebalo pokazati.

6. (a)

= =1
- n+1 n+1 +n—|—1

I s

(b)

1 n+1 n+1
]_+—: = 1
n n 1+1+"‘+1+§+§

A-H
< "W1-1---1-2-2= "V4< /4.


http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2011/2011-SS-zup-1234-AB-zad+rj/2011-SS-zup-2-A-rj.pdf
https://artofproblemsolving.com/community/c6t281f6h378543_symmetric_simultaneous_equations_of_degree_2010

7. drz 2014 3. raz A kategorija

8. rjesenje:
ﬂ+2l§l+£‘ 1 l:'l-+|l.-?‘—|—2|:' ﬂ+b+3c B Ta et ILE TSRO PR

Solution The answer is 1242 — 17, Set

y = a=+ b=+ 2r,

{:r =a+ 2+,
z = a+b+43r

It is easy to see thatz—y = cand r — y = b—r, giving r— y =
b—{z— )y orb= r+z—2y. We note thata + 3¢ = 2y—r. By the
AM-GM Inequality, it follows that

144
a3 + 45 . Be
a+2h4+ec a4+b4+2r a4b+ic

_ 2y—z+4(_t+t—2y} Blz— v}
x ¥ P

——174+2 244 Z 442452
T ¥ ¥ =

= 17428 +2/32 =174+ 1242.

The equality holds if and only if i—y = z—r andf = %', ordrt =

24* = 2, Hence the equality holds if and only if

{a+a+2c—ﬁ(a+zb+c).
a—+b43c=2a+2b+c),

Solving the above system of equations for b and ¢ in terms of a

gives
b= (1+42)a,
{c=(4+3ﬁ}a.
We conclude that
a—+3c 4 4 8
a+2h4ec  atb+2c a-+btde

has minimum value 122 —17 if and only if (a. by &) = (a, (1442)a,
(4 +342)a).


http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2014/2014-SS-drzavno-1234-zad+rj/2014-SS-drzavno-A-1234-rj.pdf

Seniori
9. rjeSenje:

Solution Seth, — L, 0, 1,2, = then (31 (61 -

18, namely,

by —0b, —1 =10,

Hence b, = 24, —I—%; OF by i +% — 2(3,?, +%) So :bn +%:

is a geometric progression with common ratio 2. Thus

bt =2 (1) (]

l_l ri+1
¢u+3)- %t

3

b= L,

Therefore,
] 1 _ an B T _1 £+1
- = by = 2 1
i=0 aj g g 3( )
_1r2ertt—1)
— €[ — (n+1)]

£

= 1@ —n—3).

10. rjesenje:



Solution We determine f(2 002) first. From the conditions given,
we have

@) +5< f(x+5)< flz+4)+1
< f(x+3)+2< f(xz+2)+3
< flx+1D+4< f(a)+5.

Thus the equality holds for all. So we have f(x+1)= f(x)+1.
Hence, from f(1)= 1, we get f(2)= 2, f(3) = 3, -+,
F(2002)= 2002, Therefore, g(2002)= f(2002)+1—2002 =1,

11. rjesenje: _

Solution By Cauchy’s inequality, we have
2Vr+14+/2x—34+/15—3x

=va+1+Vz+1+/22—3+/15—3x

<VGE+HD+ @+ D+ Cr—3) + U530 ]2 + 12 +12+12)

=21+ 14 <219,

and the equality holds if and only/r+1 =/2r—3 =./15—3x and

x =5, But this is impossible. So 2+/x+1 ++/2x—3 +/15—3xr <
2./19,

Remark Some student contestants used the estimate that

2/ r+14+v2r—34+415—3x

<V @+ +Qr—3 + (15—30 127 +12+19)
:ﬂ-’!ﬁ:

but this does not give the value as required.

12. Uvrstimo neke vrijednosti:
e z=0

0+1)f(=1)=(0-2)f(0)
f(=1)=-2f(0)

2f(0) =—f(1)



13.

0=-3f(-1)
f(-1)=0
o =2
3f(1)=0
F1)=0

Dakle, dobili smo da je f (1) = f(—1) = f(0) = 0, pa je polinom f oblika

fl@)=z(z-1)(z+1) g(z),
za neki polinom g. Uvrstimo to u pocetnu jednakost.
(@+1)f(z—1)=(z-2)f(2)

z+1)(z-1)(z-2)zg(z—1)=(z—-2)z(z—1)(z+1)g(x)
g(z—1)=g(),

za z # —1,0,1,2. UvrStavanjem imamo ¢ (2) = ¢ (3) =g (4) =g (5) = .... Dokazimo induk-
tivno da je g (n) = g (2), za svaki n > 2.

Baza indukcije.
Za n = 2 imamo

9(2)=9(2).

Dakle, baza indukcije vrijedi.

Pretpostavka indukcije.
Pretpostavimo da za neki n > 2 vrijedi g (n) = g (2) . Korak indukcije.

gln+1l)=gn+1-1)=g(n)=g(2).

Definirajmo sada h (z) = g (x) — g (2) . Polinom g (x) i konstantni polinom g (2) su jednaki,
njihova razlika ima beskona¢no mnogo nultocaka, pa se radi o nulpolinomu.


https://artofproblemsolving.com/community/c6h336063
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